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Pré-Calculo



Unidade |

O Corpo dos
numeros Reais

Nesta Unidade, estudaremos os conjuntos numéricos utilizados nos calculos
algébricos, ou seja, o conjunto dos numeros naturais, inteiros, racionais e
irracionais, que juntos formam o que chamamos de “Conjunto dos Numeros
Reais”. A “criagdo” ou “estrutura¢do” de cada conjunto se deu mediante a
necessidade do ser humano de efetuar certas operacoes e, na sua impossibilidade,
a criatividade do pensamento aliado ao rigor de preceitos 16gicos tornou possivel
o “aparecimento” dos conjuntos citados. Obviamente, o que sera apresentado nao
“nasceu” pronto, pois ¢ fruto de necessidades intrinsecas ao ser humano: observar
a realidade que o rodeia, interpretd-la, modela-la, usando linguagem simbolica,
e dar solucdo a questionamentos quaisquer e, eventualmente, modifica-la a sua
conveniéncia. Desse modo, os nimeros sdo fundamentais no processo, pois com
eles quantificamos, mensuramos, avaliamos e projetamos grandezas.




1.1 O conjunto dos nimeros naturais, inteiros, racionais e irracionais compondo o
conjunto dos nimeros reais

Conjuntos Numéricos R

f@ )

Z, I

\. P

Os numeros foram “aparecendo” em face a necessidade de o ser humano estabelecer
processos de contagem e mensuragdo. Seja a de um pastor que, ao levar seu rebanho para
o0 pasto, pela manha, associa cada animal a uma pequena pedra guardada em seu alforje
e, ao acomoda-los no estabulo, ao final do dia, confere cada animal que vé entrando com

uma pedra inicialmente armazenada.

Claro que, ao notar ter entrado o ultimo animal, e ainda sobrando pedras, ele saberd que
algum ficou para trés, e voltara ao campo para resgata-lo. Ou entdo, um senhor feudal
que, ao avaliar o efetivo do exército de seu oponente, percebe que negociar sera mais
vantajoso que guerrear. Além dessas, hd inimeras outras situagdes em que a presenca dos

numeros ou pelo menos de tal ideia ¢ indispensavel.

2\

Esté curioso? Quer expandir seus conhecimentos? Saiba mais em:

Aragdo, Historia da Matematica. Zanardini: Um breve Olhar sobre a
Historia da Matematica.




1.1.2 Conjunto dos numeros naturais: N

Os niimeros naturais, como o0 nome sugere, surgem “naturalmente”
pela observagdo do ser humano da realidade que o rodeia. Eles sao

designados pela notac¢ao N e representados por:
N =1{0,1,2,3,4,5,...}

Um subconjunto importante do conjunto N ¢ o conjunto N*, conjunto dos numeros
naturais ndo nulos, indicamos por: N* = {1,2,3,4,5, ... }. Note que o zero foi excluido do

conjunto N.

p bty

Fique atento

O asterisco ( * ) ou estrela indica que o zero ndo ¢ elemento de um conjunto

Representagdo do conjunto dos nlimeros naturais na reta: note que, entre dois naturais
consecutivos, ndo ha nenhum outro nimero natural; entre eles ha um vazio.

Representagdo dos numeros Naturais na reta real

I T R I I
1 1 1T 1T 1T N

0 1 2 3 4 5

Demana : pagina 3 Boulos: pagina 51




numero natural. J4 a diferenga entre dois naturais nem sempre sera outro numero

Observe que qualquer nimero natural, somado a outro natural, resultard em um

natural, dai a necessidade de um novo conjunto que abrigasse esse possivel resultado.

Surge o conjunto dos numeros inteiros.

1.1.3 Conjunto dos numeros inteiros: 7Z

O conjunto dos niimeros inteiros ¢ definido e representado por
Z=4{..,-3,-2,—-1,0123,...}. Note que o conjunto N ¢
Z subconjunto de Z, ou seja, N esta contido em Z, matematicamente,

N c Z, ou Z contém N, matematicamente Z D N.
Temos também como subconjuntos de Z:

Z"= conjunto dos inteiros ndo nulos, ou seja: Z* =Z — {0} ={...—3,-2,—-1,1,2,3,...}
Z.,= conjunto dos inteiros nao negativos: Z,= {0, 1,2,3,4,5,...}. Noteque Z, = N
Z._= conjunto dos inteiros nao positivos: Z_= {0,-1,-2,-3,—4...}

= conjunto dos inteiros positivos: Z}= {1, 2, 3,4, 5, ...}. Note que Z} = N*

Z* = conjunto dos inteiros negativos: Z* ={-1,-2,-3,-4...}

Asterisco (*) remove o zero.
O sinal de (+) remove os negativos (-).

Representagdo do conjunto dos numeros inteiros na reta: note que entre dois inteiros
consecutivos nao ha nenhum outro nimero inteiro, portanto, entre eles hd um vazio.

Representagdao dos numeros Inteiros na reta real

[ 1 [ | [
1 1 1 1
w-4-3 2-101 2 3 4%

»
>
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Fique atento

Asterisco (*) remove o zero.
O sinal de (+) remove os negativos ().

Representagdo do conjunto dos numeros inteiros na reta: note que entre dois inteiros
consecutivos ndo ha nenhum outro nimero inteiro, portanto, entre eles ha um vazio.

Representagdao dos numeros Inteiros na reta real

[ [ [ [
1 1 1 1
w43 2-101 2 3 4-Z

& N

\_

Demana : pagina 3 Boulos: pagina 51
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Com o conjunto dos nimeros inteiros, qualquer operagao de soma, subtragdo e

multiplicag@o entre eles serd possivel, resultando em outro numero inteiro. O problema
agora ¢ que, nem sempre, a divisao entre dois inteiros quaisquer resulta em outro inteiro.
Por exemplo: como fazer a “continha” 3 =+ 2, tendo somente que trabalhar com os
inteiros? Novamente outro conjunto “surge” para resolver o problema, o conjunto dos

nameros racionais.

o /




1.1.4 Conjunto dos numeros racionais: Q

2\

Os nimeros racionais sio todos os numeros que podem ser
Q colocados na forma de uma fra¢do, onde o numerador € Z e o

denominador € Z*, ou seja, o conjunto dos niimeros racionais ¢ a

unido do conjunto dos numeros inteiros, com as fragdes positivas e
negativas, e ¢ indicado por:

a
QZ{x|x=E,onde aeb€Zeb # 0}

Alguns niimeros racionais na reta

9 3 3 9
2 & z A

—————+——+—+—

w4 321 0 1 2 3 4-

Note que, enquanto o conjunto dos nimeros naturais € o conjunto dos nimeros inteiros
foram representados pelos seus elementos, o conjunto dos racionais € representado por
uma caracteristica de seus elementos, pois entre dois racionais quaisquer existem
infinitos outros, impossibilitando sua representa¢do na reta ou na nota¢do de conjunto,

elencando seus elementos, como foram representados os naturais e os inteiros.




\

E interessante observar que todo decimal exato ou periddico -dizima periédica —
pode ser representado na forma de uma fracdo, portanto pertencera ao conjunto dos
nimeros racionais. Note também que o conjunto dos numeros naturais estd contido
(simbolo ©) no conjunto dos nimeros inteiros, € que estes estdo contidos no conjunto dos
numeros racionais, portanto todo nimero inteiro e, consequentemente natural, pertencera
ao conjunto dos numeros racionais, pois ambos podem ser postos na forma de fracdo. As
dizimas periodicas sdo os decimais ndo exatos. So niimeros em que a parte decimal se
repete indefinidamente, por exemplo, o nimero 0,333... , que ¢ o resultado da divisdo

L N .~ 1, . - o
entre os inteiros 1 e 3, ou seja, -. Dizemos que a fracao 5 ¢ a geratriz da dizima periodica
0,333...

~

Sy

Fique atento

Os “pontinhos” indicam que o nimero trés esta se repetindo indefinidamente.A repeticdo

de niimeros também pode ser indicada por uma “barra” sobre o numero ou numeros que

se repetem; veja so 0,127 (quem se repete é o 27).

1.1.5 Conjunto dos numeros irracionais Iou R — Q

Os ntimeros irracionais sao aqueles que ndo podem ser postos na forma de
fragdo, formando um conjunto a parte dentro do conjunto dos reais.

Geralmente aparecem quando trabalhamos com conceitos geométricos, ao

estudarmos as formas, ou entdo ao mensurarmos as coisas do mundo real.

—
I
|



Os irracionais, como o nome sugere, fogem a razdo. Aqui, podemos intuir duas
abordagens: uma como sendo aqueles que ndo podem ser postos na forma de divisdo que,
em matematica, significa razdo; a outra pode significar que, dado o momento de sua
percepgao, eles fogem a capacidade de entendimento vigente a época. Particularmente,
prefiro a segunda, mais poética. Veja so:

Néo é comum entrar em uma padaria e pedir 3\'7 paes. Faca o teste! Se o atendente
tiver algum conhecimento matematico e entender o chiste (dé um Google), certamente
ele entregara a vocé seis pdes inteiros e um mordido (eu faria isso...).

Podemos definir nimeros irracionais da seguinte forma: Os niumeros irracionais sao os
decimais nao exatos ¢ nao periodicos, ou seja, sao os numeros que nio podem ser
escritos na forma de fracio (divisdo de dois inteiros). Como exemplo de niimeros
irracionais, temos: V2, V3, V7 ou qualquer outra raiz ndo exata, além dos famosos
numeros “m” (pi) , que vale 3,1415926535... e o numero “e” (nimero de Euler/Neper),
que vale 2,718...

Como foi dito, comumente nos depararemos com esse tipo de numero, quando
trabalharmos com conceitos geométricos, estudando as formas que nos rodeiam,
mensurando-as, ou seja, determinando superficies, volumes, comprimento de arcos,

distancias e outros.
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Quer conhecer um paradoxo, uma dicotomia envolvendo os numeros irracionais e o

conceito de infinito ... infinito, porém, limitado?

Seja feliz! Espiral de Teodoro (sec. IV A.C):

Veja, usando o Geogebra, como determinar a
exata posi¢ao de um irracional na reta real.

[
r
n

~

o
0

\

Saiba mais sobre o nimero 7

Saiba mais sobre o numero e




1.1.6 Conjunto dos nimeros Reais: R

Definidos os conjuntos dos nimeros Racionais (Q) e dos Irracionais (I), podemos agora
definir o conjunto dos numeros reais como sendo a unido desses dois conjuntos.
Matematicamente, indicamos por: R = Q UI. O diagrama mostra a relacdo entre os
conjuntos numéricos que formam o que chamamos de Corpo dos Niimeros Reais:

Diagrama representando o conjunto dos nlimeros reais

Conjuntos Numéricos R

( Q \ N conjunto dos Naturais
7, Comjunto do Inteiros
Y/ | Q Conjunto do Racionais

[ Conjunto dos Irracionais

\_ j [R Conjunto do niimeros Reais

Fonte: Armando Antonio Monteiro de Castro

Desse modo, os nimeros naturais, os inteiros, 0s racionais € os irracionais sao todos
nimeros reais. Agora, qualquer operagdo de soma, subtracdo, multiplicagcdo e divisdo
entre numeros reais quaisquer resultardo em um numero real. Assim, dizemos que o

conjunto dos reais € fechado para tais operacoes.

Como subconjuntos importantes de R, temos:

R* =R — {0} conjunto dos reais nao nulos

R, = conjunto dos numeros reais ndo negativos

R_= conjunto dos nlimeros reais nao positivos
.

+ = conjunto dos reais positivos

RZ = conjunto dos reais negativos



LY

Fique atento

Asterisco (*) remove o zero

O sinal de (+) remove os negativos (—)

Entre dois niimeros reais quaisquer existem infinitos outros nlimeros reais, o
que deixa a reta real densa, ou seja, ndo ha vazios entre numeros reais.

A reta real com todos os nimeros reais compreendidos entre os numeros a € b,

inclusive.

2 >
a b R

Note que, no intervalo entre a e b, inclusive a e b, a reta € densa, ou seja, todos os infinitos
nameros reais compreendidos entre a € b estdo presentes na reta, cada um ocupando seu

exato local; nao ha vazios, pois, entre dois reais quaisquer, existem infinitos outros.

Com o conjunto dos numeros reais, ficamos satisfeitos por um tempo, mas, “como tudo
que € bom dura pouco”, surge um novo problema, como resolver a questao: qual o numero
real que, elevado ao quadrado, resulta em menos 4? Matematicamente: x> = —4? ou
V=47, que sdo ideias correlatas. De novo, mentes brilhantes entram em agdo e resolvem
o dilema, apds duzentos anos, mas essa conversa fica para o final, quando estudarmos os

numeros Complexos.



Ficou curioso? Nao quer esperar? Quer saber um pouco mais sobre os

Complexos?

Entdo, siga o link e seja feliz!

Petroli: pagina 29

1.2 Representacao dos nimeros reais na reta: relacio de ordem e valor absoluto

Cada numero real tem sua exata e inica posi¢ao, ao que chamamos de refa real. E o que

veremos a seguir.

1.2.1 Relacao de ordem entre os nimeros reais

Dados dois numeros quaisquer a e b, pertencentes a R, somente uma das trés opcdes ¢

possivel:

A desigualdade representada por a < b significa que o niumero real a ¢ menor que o
numero real b, o que nos leva a intuir que existe uma relagdo de ordem no conjunto dos

reais, estabelecendo comparacdes do tipo: menor que, maior que, igual a.

Geometricamente, se a < b, entdo a esta situado a esquerda de b na reta real.




A desigualdade representada por a > b significa que o nimero real a ¢ maior que oniimero

real b.

Geometricamente, se a > b, entdo a esta situado a direita de b na reta real.

Podemos escrever também a < b (1€-se: a ¢ menor ou igual a b) ou a = b (1é-se: a € maior

ouigual a b).

Um namero real ¢ estard entre a e b se, e somente se, a <c e c < b, que representamos

com uma dupla desigualdade, também chamada de inequag¢do simultdnea : a < c <b.

1.2.2 Valor absoluto do nimero real

Valor absoluto ou médulo de um namero real ¢ a quantidade que ele representa,

matematicamente:

xse x=0 .o
|x| = cuja leitura deve ser:

—xse x<0’
Valor absoluto ou modulo de um numero sera o proprio numero, se ele nao for negativo,
e, valor absoluto ou modulo de um numero sera menos o numero, se ele for negativo.
Podemos entender também o modulo como sendo a distdncia do numero até a origem, ao

que chamamos de definicio geométrica de médulo.



SRy
Fique atento

Note que: valor absoluto ou modulo pressupde a simetria do nimero em relacao

a origem, ou “zero”.

E errado dizer que: “valor absoluto é sempre positivo” ... veja que: |0] =0, e

zero nao ¢ positivo.

1.3 Intervalos Numéricos: notacdes e operacoes

Denominamos intervalo numérico qualquer subconjunto do conjunto dos nimeros reais;

assim, dados dois nimeros reais a ¢ b, com a < b, temos:

a) intervalo aberto ——o =
=]

Representacdo algébrica:

{x ERla < x < b}ou(a,b)oulab[

A bolinha aberta indica que os extremos a € b ndo pertencem ao intervalo. Esse intervalo

contém todos os nimeros reais compreendidos entre a e b, exclusive a e b.

b) intervalo fechado & i
Representacdo algébrica:

{x € Rla < x < b} ou[a,b]

A bolinha fechada indica que os extremos a e b pertencem ao intervalo. Esse intervalo

contém todos os numeros reais compreendidos entre a e b, inclusive a e b.



¢) intervalo semiaberto a direita —s o—
A

Representacdo algébrica:

{x € Rla < x < b}oula, b)ou[a, b[

d) intervalo semiaberto a esquerda 0 .

Representacdo algébrica:

{x eRla <x < b}ou(a bloula,b]

Podemos ter ainda intervalos com as seguintes caracteristicas, onde o simbolo “co0”

significa infinito:

Se: —oo, lemos “menos infinito”, os nimeros seguem para a esquerda, e +oo, lemos “mais

infinito”, os nimeros seguem para a direita.

o {x e R|]x >a} ou(a,+o) ou |a,+ o]

2 {x eR|x =a} oula,+o) ou [a,+oof

{x e Rlx <a} ou(-w,a) ou |[-o,a]

{xeR|x<a}ou |-wx,ad]

SRy
Fique atento

Notacoes de intervalo: [ ] inclui os extremos, | [ exclui os extremos ou ainda,
(a,b) exclui os extremos. Nao ¢ muito recomendada, pois, eventualmente, pode
causar confusdo com coordenadas de um ponto.



Petroli: Demana: Boulos:
pagina 10 pagina 04 pagina 51

1.4 Aprendendo:

1. Determinar a fra¢ao equivalente a:
a) 0,888... b) 0,4777... c) 2,741

Resolucao

2. Associe cada item aos conjuntos: Irracional (1), Racional (2) :

a) 0,03 () b)) (V2Z+2)+(V2—=2)() ¢) 0.444.. ()

ddae®R-0Qsbe®R-Q) = (a.b)€ ()

g Resolu(;ao
IEI IEI
:-_-

E I d
- J




3. Represente, na reta real, os seguintes intervalos numéricos:

a)[ 2,8

Resolugéo

b) ] — 8; 2] O){xeRI3<x<T7} d) {x € R|x > -2}

E!*‘E;E'

4. Escreva os conjuntos representados nas retas abaixo, usando a notagdo de conjunto e a

notacado de intervalo:

a) =

Resolucao

4 E!Ei'..m. )

1.5 Sintese da Unidade:

Nesta Unidade, estudamos o conjunto dos numeros Reais € seus subconjuntos: os

Naturais, os Inteiros, os Racionais e os Irracionais, suas particularidades e algumas

propriedades. Sera a partir desse conhecimento que iremos trabalhar com modelos

matematicos que nos permitam entender e explicar os fenomenos do mundo real,

efetuando contagens e mensuragdes.

diretamente na veracidade dos resultados obtidos,

A importancia em bem conhecé-los implica

quando da busca de melhor

entendermos o mundo que nos rodeia e, principalmente, ao efetuarmos proposicdes para

alteracdo dessa realidade.

=

"1



1.6 Para Saber Mais:

Demana: Pré-Calculo Ed. Pearson:

https://plataforma.bvirtual.com.br/Acervo/Publicacao/21

Boulos: Pré-Calculo Ed. Pearson:

https://plataforma.bvirtual.com.br/Acervo/Publicacao/177839

Aragio: Historia da Matematica Ed. Interciéncia:

https://plataforma.bvirtual.com.br/Acervo/Publicacao/123775

Carl Boyer: Historia da Matematica Ed.Blucher: SIBI UNITAU

1.7 Praticando:

1. Represente na reta real os intervalos numéricos:

a) [—6;—1[ b) {x e R|2 <x <5} c) {x e Rjx <1}
d{xeR|-1<x<4}

2. Como representar na reta real a inequagdo ou a desigualdade |x — 5| < 17?

3. A interseccdo de dois conjuntos pressupde um novo conjunto formado pelos elementos
comuns entre ambos. Assim, represente como um unico intervalo o conjunto

A = [3,8[n]5,9].

4. Sabe-se que as vacinas em desenvolvimento contra o COVID 19 tém eficacia em
temperaturas especificas. A da Universidade de Oxford mantém-se em temperaturas entre
2°C a 8°C, a da empresa Pfizer necessita de — 70°C e a da empresa Moderna permanece
estavel por seis meses a 20°C abaixo de zero e, durante 30 dias em geladeiras, desde que
entre 2°C e 8°C. Represente, usando notacdo de intervalo, as temperaturas adequadas
para cada uma delas.



5. Em uma pesquisa de mercado, constatou-se que 15 pessoas assistem ao canal 4 ou B,
sendo que algumas delas assistem a ambos os canais. Sabe-se que 12 delas assistem ao
canal 4 e 10 delas assistem ao canal B. Qual o nimero de pessoas que assistem a ambos
os canais?

6. O namero 7 — /2 esta contido em qual dos intervalos?

a) [13) b) 15.1] ©) [;2] O[-3.00 o 1-11f

7. Em matematica, dizemos que um conjunto ¢ fechado para determinada operagao
quando seu resultado pertence ao conjunto. Para quais operacdes podemos considerar o
conjunto dos niimeros naturais e inteiros nao fechados?

8. D¢, por extensao (enumerando seus elementos), os seguintes conjuntos:

a)A ={x|x =2k, comk € Nek <10} b)B={x€eR|—-5<x <3}

O)C={x€Z -5<x<3} d) D ={x€Z||x| <4}

9. Dados os conjuntos A = {2, 3,4, 5,6} e B= {2, 4, 6}, utilizando os simbolos €, ¢, c,

&, D e P estabeleca as relagdes abaixo:
a) 2 A b)A N c) 4 B dA B

e)B A H{2y A g2l B h) {3,4}, A

10. Sendo 4 = {xe R|-1<x<3} eB={xe R|2<x<5}, determine:
a) ANB = b)AuUB= c)A-B= d)B-A4=

Obs.: dé a resposta em notagdo de conjunto, intervalo e na reta



Unidade i
Polinomios,

" Produtos Nolaveis,
Fatoracao e
Simplificacao de
Fracoes Algebricas

Nesta Unidade, estudaremos os polindmios — expressoes matematicas empregadas
para modelar o mundo que nos rodeia. Modelamento matematico ¢ a técnica
matematica utilizada para representar fenomenos e situacdes operacionais do
mundo real através de sentencas matematicas, recheadas de nimeros e letras, onde
0s numeros expressam grandezas ¢ as letras, as incognitas a serem determinadas.
Um exemplo de modelamento matematico e computacional pode ser dado pelas
expressoes que descrevem os movimentos de um brago robdtico que executa soldas
em um carro. Dependendo das caracteristicas dessas sentengas matematicas, tem-
se os polindmios, cuja defini¢do sera dada logo a seguir. Portanto, vamos aprender
a identifica-los, e, se transformados em equacodes, resolvé-los. Revisaremos as
regras usuais das operacdes com essas entidades matematicas, tais como: adicao,
subtracao, multiplicacdo, divisdo, dentre outras. A importancia desse aprendizado
se relaciona intrinsecamente com a precisdo do modelamento matematico
desejado, do conhecimento das regras operacionais que envolvem os polindmios,
bem como do encontro da solugdo almejada para um eventual problema.

4 )\




2.1 Polinomios: Definiciio e grau de polinomios

L5 \
) el

Vejamos um problema comum do Célculo Diferencial e Integral quando do estudo de
“problemas de otimiza¢do”: um fabricante de embalagens deseja construir uma caixa, sem
tampa, a partir de uma chapa de papelao quadrada de medida “a” de modo que, pronta, ela
comporte “volume maximo”. Para tanto, ele cortard quadrados nos quatro cantos da chapa
e, apos o corte, dobrard suas laterais perpendicularmente a base de modo a formar a caixa.
Supondo que a operacdo ndo gere perdas de material, qual deve ser a medida do corte para
que o volume da caixa seja o maior possivel?

Chapa com a indicagao de corte e a caixa ja montada

X

X X

Fonte: Elaborado pelo autor.

O volume da caixa sera dado por: area da base x altura:

V=x(a—2x)(a—2x) =V =x(a—2x)>>V =x(a? —4ax + 4x?)
V(%) = 4x3 — 4ax? + a’x

Note que o volume depende da variavel x, pois a ¢ um valor fixo. A solucio desse problema
serd estudada na disciplina Célculo Diferencial e Integral, ao final da Unidade “derivadas”.
O que importa nesse momento ¢ que a expressio V(x) = 4x3 — 4ax? + a’x, trabalhada
adequadamente, fornecera a resposta do problema, modelado segundo um polinomio de grau
3.

Esta curioso? Ficou ansioso? Quer saber ja? Calma,

respira, respira, que passa ...

Siga o link e seja feliz: Video com a solugao do problema da caixa.

Podemos definir um polindmio como sendo uma soma algébrica de mondmios, que sdo os
chamados termos do polindmio. Veja so: 4x? — 2x + 3 é um polinémio de segundo grau,
maior expoente presente ¢ dois, constituido de trés termos ou monomios, podendo ser



chamado também de trinomio de segundo grau. Aos nimeros 4 , — 2 ¢ 3 chamamos de
coeficientes ou fatores; x ¢ chamado de varidvel.

2.1.1 Definicao formal de Polinomio com Uma Variavel Real

E toda expressdo matematica escrita na forma:
P(x) = apx™ + ap_1x" 1+ ap_,x"2+...+a,xt + a, , onde:
x éavariavel e ay, an_1,an_5,...,01,0y9 € R, que denominamos coeficientes, e n € N.

2.1.2 Igualdade entre polinomios

Dizemos que dois polindomios sdo iguais quando iguais forem seus respectivos coeficientes.

Veja so:
Sejam: P(x) = 5x* —3x? + x — 2 e D(x) = ax* + bx? —cx + d, P(x) = D(x)
a=>5
)b=-3
se, € somente se:
—c=1
d=-2

2.1.3 Soma e Subtracio de Polinomios

Para somarmos ou subtrairmos polindmios, somamos ou subtraimos os coeficientes dos

termos de mesmo expoente, ou seja, os termos semelhantes.

Dados P(x) = 5x* —3x% +x — 2 ¢ D(x) = ax* + bx? — cx + d, calcule P(x) + D(x).

Solugio: P(x) + D(x) = (5x* = 3x% + x — 2) + (ax* + bx? —cx + d)
2“PX)+Dx)=G+a)x*+(b-3)x?2+(1—-c)x+(d—-2)

2.1.4 Multiplicacdo de Polinomios

Ao multiplicarmos polindmios, aplicamos a propriedade distributiva da multiplicagdo em
relagdo a adigdo ou subtracdo. Recomenda-se fortemente usar o “dispositivo pratico”. Veja
s0:

Dados P(x) = —x? + 2x + 3 e D(x) = x — 4, determine P(x) - D(x).

Solucao:

—x242x+3
MG
-4
—x3 4+ 2x2%2 + 3x
—4x%2 —8x —12

—x3 —2x%2—-5x—12

Note que, ao usarmos o dispositivo pratico, os termos semelhantes, aqueles de mesmo

expoente, sdo de facil percepcao e agrupamento. Caso vocé opte por fazer a distributiva “na



horizontal”, havera necessidade de agrupamento dos termos semelhantes, que ndo estarao
tao perceptiveis como no dispositivo pratico. Lembre-se também de que ao multiplicarmos

poténcias de mesma base, mantemos a base € somamos 0s expoentes.

2.1.5 Divisao de Polinomios

A divisdo entre polindmios se da por meio de um algoritmo, conhecido como “método da

chave”, que simula a divisdo entre nimeros quaisquer.

Sy

Fique atento

~ 9

Algoritmo: processo, “jeitdo” pelo qual efetuamos certos procedimentos matematicos, de
modo a facilitar as continhas.... de maneira formal: conjunto das regras e procedimentos
logicos claramente definidos que nos levam a solu¢do de um problema, em um numero finito

de etapas.

Veja so:
Dados P(x) = —x? + 2x + 3 e D(x) = x — 4, determine P(x) + D(x).
Solucio:

—x*+0x3+2x2+0x+3 |x2—4

—x%=2
+x* — 4x?

—2x2+0x+3

+2x? -8

-5
Portanto, P(x) + D(x) resulta no polindmio quociente Q(x) = —x% — 2 e no polindmio

-5

resto R(x) = —5. Podemos dar a resposta na forma: P(x) + D(x) = —x? — 2 + e

Note que a divisao produziu resto — 5. Caso o resto fosse zero, diriamos que P(x) ¢ divisivel
por D(x).

Note também que: P(x) = Q(x) - D(x) + R(x), ouseja: P(x) = (—x2—2)-(x —4) -5

2.1.6 MMC entre Polinomios

Fatorados os polindmios, o minimo multiplo comum entre eles sera dado pelo produto de
seus fatores comuns e ndo comuns, tomados com seus maiores expoentes.
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2.2 Produtos Notaveis

Ao trabalharmos com expressoes algébricas, é bastante comum o aparecimento de certos
produtos recorrentes, cuja resposta pode ser perceptivel sem que tenhamos que efetuar a
multiplicagdo para sabé-la; sdo os “produtos notaveis”. Para facilitar o estudo, vamos dividi-

los em casos:

2.2.1 Caso: Produto da Soma pela Diferenc¢a de dois termos: (a + b) - (a — b) = a® — b?

3

O produto resulta em: ““ o quadrado do primeiro termo menos o quadrado do segundo termo”.

Veja s6: (x + 4) - (x — 4) = x? — 16 multiplique os polindmios ¢ verifique a resposta

2.2.2 Caso: Quadrado da Soma de dois termos: (a + b)? = a? + 2ab + b?

O produto resulta em: “quadrado do primeiro termo, mais duas vezes o 1° pelo 2° termo, mais o
quadrado do segundo termo”. Note que: (a + b)? = (a + b)(a + b)



2.2.3 Caso: Quadrado da Diferenca de dois termos: (a — b)? = a® — 2ab + b?

O produto resulta em: “ quadrado do primeiro termo, menos duas vezes o 1°pelo 2° termo, mais o
quadrado do segundo termo”. Note que: (a — b)? = (a — b)(a — b)

2.2.4 Caso: Cubo da Soma de dois termos: (a + b)® = a3 + 3a?b + 3ab? + b3

rodu u : “cubo do primeiro termo, mais trés vezes o quadrado do ermo pelo
O produto resulta em: “cubo do p t t quadrado do 1°t pelo 2°
termo, mais trés vezes o 1°termo pelo quadrado do 2° termo, mais o cubo do segundo termo”.

Note que: (a + b)3 = (a + b)(a + b)(a + b)

2.2.5 Caso: Cubo da Diferenca de dois termos: (a — b)3 = a® — 3a?b + 3ab? — b3

O produto resulta em: “o cubo do primeiro termo, menos trés vezes o quadrado do 1° termo pelo
2° termo, mais trés vezes o 1°termo pelo quadrado do 2° termo, menos o cubo do 2° termo”.

Note que: (a — b)* = (a — b)(a — b)(a — b)

2.2.6 Caso: Quadrado da Soma Trés termos: (a + b + ¢)? = a? + b? + ¢? + 2(ab + ac + bc)

O produto resulta em: “a soma dos quadrados dos trés termos, mais duas vezes a soma do produto

do 1°termo pelo 2° do 1° termo pelo 3° e do 2° termo pelo 3°termo”.

Note que: (a+b+c)2=(a+b+c)(a+b+c)

2.2.7 Caso: Produto de Stevin

™

Também conhecido como “produto de (x + p) por (x +¢q)” . O produto resulta em: x?
mais a soma de p com ¢, vezes x, mais o produto de p por g.

x+p)x+q) =x*+{@+qx+pq

Claro que vocé nao precisa sabé-los todos, pois basta efetuar o produto entre os
polindmios envolvidos para obter a resposta; porém, sabé-los facilitara muito ao fazer as

continhas ...Portanto, se empenhe.




2.2.8 Exemplos Resolvidos

. 2x+3)-2x—3)=(2x)2-32=4x%2-9

2. (x+5)?2=x*+2-x-5+5%2= x?+10x + 25

3. (x=7)?2=x2-2-x-7+7%= x*>—14x+ 49

4. (x+2)% = X +3-x*2+3-x-(2) +(2) =x® + 6x2 + 12x + 8
(a—1)3=a®>-3a?1+3-a-(1)?-1)*=a®>-3a?+3a—-1
(x—=5)-(x+2)=x?>—-3x—10
(x—7)-(x—4)=x*—11x + 28

(x =2+ =x+4+y?+2(—2x+ xy — 2y)
(=242 =x*+4+y*—4x+2xy — 4y

© = o v
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2.2.9 Fatoracao:

Fatorar ¢é transformar somas e subtragdes em produto. A fatoracdo por si s6 ndo tem grande
significado, mas ¢ de suma importancia nas operagdes com os polindmios, principalmente

na simplificacdo de fragoes algébricas. Para facilitar o estudo, vamos dividi-la em casos.

2.2.9.1 Fator Comum em Evidéncia

Quando uma expressao algébrica ¢ formada de parcelas, sendo que um mesmo fator aparece
em todas elas (fator comum), podemos pd-lo em evidéncia. Veja: ax + bx = x - (a + b).
E interessante notar que a soma foi transformada em um produto, objetivo final da fatoracao.

Observe os exemplos:



a)2a + 2b = 2(a+ b)
b) 3a*x? — 9a3x3 + 3a%x* = 3a%x?(a? — 3ax + x?)

2.2.9.2 Agrupamento

E aplicado quando ndo ha fator comum a todas as parcelas, somente a algumas delas. Veja

s6:mx + px + my + py; nota-se que x ¢ fator comum aos dois primeiros termos e y € fator

comum aos dois ultimos termos, entdo podemos escrever:
mx+px+my+py=x-(m+p)+y-(m+p)

Observando que (m + p) ¢ fator comum aos dois termos, podemos po-lo em evidéncia,

escrevendo:

mx + px + my + py = x(m+p)+y(m+p)=(m+p) - (x+y)
>mx+px+my+py=m+p)- (x+y)

Mais um exemplo do caso:

6p* —4pq —9rp+6rp=2p-(Bp—2q) —3r-Bp—2q) = Bp—2q) - 2p — 3r)

2.2.9.3 Diferenca de Dois Quadrados: a? — b?

Sabemos que: (a + b) - (a — b) = a? — b?, entdo, pela propriedade simétrica temos que:
a?—b?>=(a+b)-(a—>b)
Fazemos: “raiz quadrada do 1° termo mais raiz quadrada do 2° termo, vezes raiz quadrada

do 1° termo menos raiz quadrada do 2° termo

4x%2 — 25 = (2x)2 =52 =(2x+5) - (2x = 5)

2.2.9.4 Trinémio Quadrado Perfeito: a? + 2ab + b?> ou a® — 2ab + b?

Note que para aplicarmos o caso em questdo, precisamos ter trés termos no polindmio, de
modo que os extremos sejam quadrados perfeitos, e o termo do meio seja o dobro do produto
da raiz quadrada do primeiro termo pela raiz quadrada do segundo termo. Entdo teremos que

a fatoracdo do trindmio quadrado perfeito resultard em:
a’+ 2ab +b?> = (a+b)> e a?—2ab+b?>= (a—b)?

a)4x? +12x +9 = (2x + 3)? b) x? — 10x + 25 = (x — 5)?



2.2.9.5 Trinémio do Segundo grau: ax? + bx + ¢ = a(x — x1)(x — x3)

O trindmio de segundo grau ax? + bx + c, fatorado, gera o produto: a(x — x;)(x — x3),
onde: a ¢ coeficiente do termo x? e, x; € X, as raizes do trindmio, obtidas por:

—b+Vb2—-4ac —b—Vb2—-4ac
1= 2a © xz - 2a

Vejaso:x2 —6x+8=1-(x—2) (x —4)

«? x

Quer saber como encontrar raizes trinomio de 2° grau de modo facil e rapido?
Para isso vamos usar as relacoes de Girard, também conhecida como “Soma e
Produto”.

[
r
n

Siga o link e seja feliz...

2.2.9.6 Diferenca de Cubos e Soma de Cubos: a3 — b3 e a3 + b3

A fatoracdo da diferenca de cubos e soma de cubos sera dada, respectivamente, por:

a*—b3>=(a—b)(@*+ab+b3® e a*+b3=(a+b)(a*—ab+b?
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2.3 Fracoes Algébricas

Definimos fragdes algébricas as fragdes onde o numerador € o denominador sdo expressoes
oA ., x?—y?  x%-2x+1
envolvendo polindomios. Veja so: , 5

3y x<—1

LY

Fique atento

O denominador de uma fragdo jamais pode ser zero; caso a variavel assuma tal valor, ele
deve ser excluido da resposta.

2.3.1 Propriedade Fundamental

Ao multiplicamos ou dividimos o numerador e o denominador de uma fragao algébrica por

um mesmo polindmio, obtemos uma fragdo equivalente a anterior. Veja so:

3x _3x 5a _ 15ax 3a®b 3a’b | 3a’b _ 1

a)— = ——— = ) 3 3p  242h  fn
2y 2y 5a 10ax 18a°b 18a°b 3a<b 6a

Como consequéncia desta propriedade, temos que:
Quando o numerador e o denominador forem iguais, a fracdo ¢ igual a 1.

Veja: 5£:5 =1
Sxy  Jxy

Trocar o sinal do numerador ¢ do denominador ¢ o mesmo que multiplicar ambos por —1.

—a+b (—a+b)-(-1) a-—b
-3x  (=3x)-(-1)  3x




2.3.2 Simplificacdo de Fracoes Algébricas

S6 serda possivel a simplificagdo de uma fracdo algébrica quando o numerador e o

denominador apresentarem fatores comuns (muito util em Calculo I).

Veja so0:

a)

12a2bx2=,l/2’-,a/-a-b-xz/=3ab b) x* -y (x"'y)'M
8ax’ £ A Fx 2x X-y

>y
2x Z.x x d x=1 M-(x—l) (x-1)

2x+2:z.(x+l):(x+l) ) Pe2x+l (x+1)/” (x+1)

c)

a

Os cancelamentos s6 podem ser feitos apos a fatoracdo, desde que haja fatores
comuns ao numerador e denominador que estejam se multiplicando. Termos envolvendo

uma soma ou uma subtra¢ao nao podem ser simplificados.

2.3.3 Adicao e Subtracao de Fracoes Algébricas

Tira-se o mmc entre os denominadores, reduzindo-se as fracdes a0 mesmo denominador; em
seguida, efetuamos as operagdes indicadas no numerador e simplificamos, caso seja

possivel, a fragdo algébrica resultante.
Veja so:

2x  x-1_ 2x  x-1_ 2+ (x—1)(x=1)  2x+(x—1) 2+ X 2%+
-1 x+1 (x+Dx-1) x+1  (x+1)(x-1) - (x-l-l)(x—l)_ (x+1)(x-1)

2x  x-1 x*+1
+ —

-1 x4+l x2-1




2.3.4 Multiplicacao de Fracoes Algébricas

Inicialmente, fatoramos as fragdes dadas e simplificamos, em sendo possivel. Em seguida,
multiplicamos numerador por numerador ¢ denominador por denominador e, a seguir,

simplificamos a fragao algébrica resultante.

Veia sg:  2X+0 @’ +2a+1_ ;{M _(a+1)z _3(a+1)
B0 ax  Px ﬁxw xw 2x?

. 6x+6 a’+2a+1_3(a+l)
Cdax+4x xXP4x 2

2.3.5 Divisao de Fracoes Algébricas

Mantemos a primeira fracdo e multiplicamos pelo inverso da segunda, em seguida,
simplificamos a fra¢ao algébrica resultante, em sendo possivel.

2 z
Veja so6: (x+y) L XEY :(x+y)/2/.(x—y) =(x+y) (x—y) =x*—y?

xX—y (x—y)2 v XAy

2.3.6 Potenciacao de fracoes algébricas

n n
a a ~ ~ , . .
Como (Z) =n (b=0), entdo, para elevarmos uma expressao algébrica a determinado

expoente, basta elevarmos os termos da fragdo a esse expoente.

(x+y)3 _ (x+y)® _ x3+3x%y+3xy%+y3
2X o203 8x3



2.4 Aprendendo

1. Efetue as operagdes indicadas e, sendo possivel, simplifique as expressoes obtidas:

3a—4 1

a) —— =

a?-16 a—4

d) (a+b a—b) _atb _

a—b o a+b 2ab -

Resolugao

) x3-y3  x34y3
x—y x+y

e)

9= (1-2)

a’+a a*-a b*-1 _
b2+b b2-b a?-1

2. Determine os valores de 4, B e C para que a sentenga seja verdadeira.

(util ao Calculo quando estudarmos “Técnica de Integragdo por Fragdes Parciais™)

x> +3x+4 A

B C

(x—l)(x+2)(x+3) T -1 +x+2 +x+3

Resolugao
4 N
=Y,
:"I":I' P
\ J

3. Simplifique as fracdes algébricas, empregando os casos de fatoracao estudados:

3 2
x3+1 x%-8x+16
a) b)——— c)
1—x2 x2-16 5x2-125
Resolucao
4 N

x2+10x+25

6x%+11x+3
2x2—-5x—-12

d)



—

—

o

4. Desenvolva cada um dos produtos notaveis, aplicando a regra adequada:

a) (ab—c)-(ab +c) b)(\/§+3)2 c)(§a+x)-(§a—x)

B (2v3-1)-(2v3+1)  dA0-ax?)-(10+ax?) o (3-a*)-(5+a?)

2

Resolugao

2.5 Sintese da Unidade

Nesta Unidade discutimos os polindmios, a definicdo, as regras operatdrias ou propriedades,
como operar com polindmios, dentre outros assuntos. Tal contetido ¢ muito importante, pois,
como ja dito, os polindmios sdo usados para descrever os fendmenos do mundo real, ou seja,
¢ a linguagem que a matematica usa para modelar tais fendmenos e, bem conhecendo suas
regras operatorias, teremos facilidade em encontrar as respostas as questdes formuladas.

\
& Livros: Biblioteca Pearson / SIBI UNITAU
Demana: Boulos: Petroli:
Pré-Calculo Ed. Pearson Pré-Calculo Ed. Pearson  Pré-Calculo Ed. Contentus:
J

2.7 Praticando

1.6Jesenvolva cada um dos produtos notaveis, aplicando a regra adequada:

2) (2 + am)? by (da—5b)7 o (x-1y)  @(x2-2)

e) (2x — 3y + a)?

2. Sabendo-se que a - b = 3 ¢ a? + b? = 19, determine o valor de a + b.



0x>~28x+12 A B

3. Determine os valores de 4, B ¢ C em =—+—+ ara que a
X =5x*+6x x x-2 x-— para 4
sentenga seja verdadeira.
1_3 , 3, 1
4. Se a + - = -, qual serd o valor de a° + —=?
a 5 a3
11
. * . . ~ 2b bz . a3 b3
5. Considerando a e b € R*, simplifique a expressao (a + a ) T 1-
aZ b2

2 2
a“b+ab
)

3 ~
6.Sea-b = seat b = —12, qual o valor da expressao roabiDE.

7. Usando o método da chave, encontre o quociente, Q (x), e eventual resto, R(x), da divisao

entre os polindmios P(x) = 3x° — 6x* + 13x3 —9x2 + 11x — 1 e D(x) = x%? — 2x + 3.

8. Usando Briot-Ruffini, encontre o quociente, Q(x), e eventual resto, R(x), da divisdo entre

os polindmios P(x) = x* —3x%2+5x+ 1leD(x) =x — 2.

9. Usando o dispositivo pratico para a multiplicacao de polindmios, encontre

P(x) - M(x), sabendo que: P(x) = 3x3 —2x2+ 7e M(x) = 3x* — 7x3 + 2x + 1.

10. Dado o polindmio P(x) = (m? —1)-x? + (m — 1) - x + 7, discuta, em fungio do

parametro m, 0 seu grau, para que:

a) P(x) seja de grau 2 b) P(x) seja de grau 1 ¢) P(x) seja de grau zero



Unidade Il

Equacoes de
1° e 2° graus
e Equacoes
Fracionarias

Entendo, particularmente, que a matematica ndo ¢ uma simples disciplina, mas,
sim, um modo de pensar, dotado de simbologia propria, linguagem especifica e
ferramentas caracteristicas que permitem expressar nosso pensar, nosso sentir, de
modo universal e sem fronteiras em linguagem comum a humanidade.

S6 ¢ capaz de escrever um bom texto alguém que tenha passado pelo processo de
alfabetizacdo, conheca o significado das palavras e saiba delas fazer uso. De modo
analogo, fazer matematica so € possivel por processo semelhante. Os polindmios,
constituidos de letras e numeros, sao palavras, modelando o mundo ao redor.
Transformados em equagdes, as frases, propdem indagacdes. Uma vez resolvidas,
nos oferecem as respostas buscadas, por analogia, a mensagem do texto. Nesta
Unidade, vamos aprender a interpretar tais frases, ou seja, resolver as equagoes
fruto de um modelamento matematico.




3.1 Equacdo de 1° grau: definicao

Equagdo de 1° grau, na incognita x, € toda igualdade do tipo: ax+bH=0, ou redutivel a esse tipo,
onde a e b sdo numeros reais ¢ @=0. E equagdo do 1° grau, porque a incognita x tem maior
expoente igual a 1. O valor da incognita x, em existindo, sera dito raiz ou zero da equagao, e sera
a solucdo, ou seja, € o numero que posto “no lugar de x” transforma a equacdo numa igualdade
numeérica.

Ao conjunto formado pelas raizes de uma equagdo chamamos de conjunto solucdo da equagdo e
sera indicado por S.

Por exemplo, a solugdo da equagdo 2x—3 =35 serd dada por x =4, pois, 2(4) -3 =5 e seu conjunto

solugdo ¢: S = {4}.

3.1.1 Resolucio de Equacgoes de 1° grau

Para resolvermos equagdes de 1° grau basta isolarmos no primeiro membro os termos que contém
x, passando para o segundo membro aqueles que ndo contém. Na sequéncia, agrupamos 0s termos
semelhantes em ambos os membros da equacdo, reduzindo-os a um s6 termo. Os termos que estao
multiplicando ou dividindo a incognita x no primeiro membro passardo para o segundo membro,
dividindo ou multiplicando, respectivamente.

Veja so6:
1. Resolver a equagdo: 3(x+1)—2(x—3) =5
Aplicando a propriedade distributiva: 3x+3—2x+6=5
Isolando no primeiro membro somente os termos em x: 3x—2x=5—-3—6
Agrupando os termos semelhantes: x=-4 que ¢ a raiz da equagdo

conjunto solugdo: .. §={-4}

x—-3 5x-15
5 6

2. Resolver a equagao:

6(x—3)  5(5x-15)

Tirando o mmc ¢ reduzindo as fragdes ao mesmo denominador temos:

30 30
=57
6x—18=2%—-7°% = x—25x=—"75+18 = —19x=-57 Sx= =T
57 . ~
= x= T raiz da equacao

S={3}  conjunto solugdo



3. 4x+3—4(x+5)=0
4x+3—4x—20=0 =0x—17=0

.". 0x=17 Como nio existe valor algum de x que satisfaca a equagdo dada, temos que: S =¢
4. 2(x+1)-3x+2—(4—x)=0

2x+2—-3x+2—4+x=0 = 2x—3x+x=—2-2+4 .. 0-x=0 Note que esta ¢ uma

igualdade verdadeira para qualquer valor de x. Entdo: S=R

3.2 Equacio de 2° grau: definicio

Equagdo do 2° grau, na incognita x, é toda igualdade do tipo: ax® +bx+c=0ou redutivel a esse
tipo, onde a, b e ¢ sdo numeros reais ¢ g=0. A equacdo ¢ chamada de 2° grau, porque a incognita

X apresenta maior expoente igual a 2.

s Lty

Fique atento

b=0
Se { diremos que ¢ equagdo completa de 2° grau

c#0
b=0

Se<c=0 diremos que ¢ equagdo incompleta de 2° grau
b=c=0

3.2.1 Resolucio de equacoes de 2° grau incompletas

Dizemos que uma equagdo de 2° grau ¢ incompleta quando falta o termo b, ou o termo ¢, ou ambos.
Resolver uma equacdo de 2° grau incompleta ¢ bem simples e, para facilitar mais ainda, vamos

dividir o processo em casos:

1°caso: b=0 e ¢c=0 saida: isolar x

> a*=0 = S0 =20 = 5 ={0}
a



2°caso: h=0 e c=0 saida: isolar x

C
> ax’+¢=0 —Sax’=— -.X = => x=% |—

3Nt 4
Fique atento

—c
Note que: se — <0 néo teremos solugdo = S=¢
a

Exemplo: Resolver a equagio: 5x° —75=0

Solucio:

5x2-75=0= 5x*=75 = x2=75—5 = x*=25 :>x=ix/25

Lox=15 =85={-55)

Exemplo: Resolver a equagdo: x* +4=0

Solucao:

X +4=0 =>x’ =4 .. x= \/—4 , que nao tem solucdo no conjunto dos nimeros reais, entao:

S=¢ ou S={}

ULty

Fique atento

Nunca escrever a resposta assim: S = {¢}

3% caso: b0 e ¢=0 saida: fatorar e isolar x

» ax’ +bx=0 = x(ax+b)=0 . x=0 ou ax+b=0

= ax=-b .. x=_—b entdo: S={O,_—b}
a

a



Sy,

Fique atento

Note que: se ¢ =0 uma das raizes sempre sera zero.

Exemplo: Resolver a equagio: 3x* —12x=0
Solu¢ao:

3x* —12x=0 =x-(3x-12)=0

x=0 3x-12=0 = x=12 4 S=10:4
SoodX — = X=— ..X= = .
3x—12=0 3 = 10; 4}

3.2.2 Resolucio de equacoes de 2° grau completas

Para resolver as equagdes completas de 2° grau, usamos a Formula de Bhaskara, dada por:

b+ \/A , . L
x= 5, onde: x serd a raiz ou zero e A=b>—4ac, a quem chamamos de discriminante,
a

representado pela letra grega A (delta).

SRRy

Fique atento

A <0 ndo ha raiz real
Discriminante: o que discrimina, classifica, separa. Note que: < A=0 duas raizes reais e iguais

A >0 duas raizes reais e diferentes

Exemplo: x> —7x+12=0

Solugao:
a=1 A=b*—4ac
Temos que: {6=-7 Portanto, = A=(—7)2—4(1)(12)=49—48 e as raizes serao dadas por:
c=12 SLA=1
N —b—JA (7)1 71 3
1 2a 2-1 2
_btVA TN T4,

2

2a 2-1 2

e 0 conjunto solugdo ¢ S = {3; 4}



3.2.3 Relacoes de Girard ou “Soma e Produto”

No sec. XVII, Albert Girard notou uma relagdo interessante entre os coeficientes da equagao de
2° grau e suas raizes. Ele percebeu que: “a soma das raizes da equagdo sempre sera o oposto da
razdo entre os coeficientes b e a” e que o produto das raizes sempre serd a razdo entre os

coeficientes ce a’.

X +x,=——
Matematicamente, escrevemos:

c
X Xy =—
a

Veja s6:

_b_ﬁ+—b+ﬁ_—_2b__é g b
2a

somando as raizes: S=x +x, =
2a 2a a

multiplicando as raizes: P=x-x, =

A —btNA _ (b—AYD+D)
2a 8

2a 4a

p O —(A) b -A
B 4a’ 4a’

B b*> —(b* —4ac) B b’ —b* +4ac

P
4a’ 4q’
p=ltac_c . p-c
4a° a a
S=—
c.q.m. (como queriamos mostrar)
c
P=—
a

WMy

Fique atento

A resolucdo das equagdes de 2° grau usando as relagdes de Girard € pratica somente quando a
equacdo possui raizes inteiras.



Na realidade, essa relagdo encontrada ndo se restringe somente as equacdes de 2° grau. Pesquise a
respeito e constatara.

Alguns exemplos de aplica¢io:

1. Verifique se a soma e o produto das raizes da equagio x* —5x+6=0 sio 5 ¢ 6.
Solugao:
De fato, isto ¢ verdade, pois, resolvendo a equagdo por Bhaskara, encontramos o conjunto solug¢ao

) b -5
S={2,3}. E, usando as relagdes de Girard, temos: S =-—= = 5 ¢ P=S=2-5%
a a

2. Determinar as raizes da equagdo x> —7x+10= 0 usando Girard.

Solugéo:
S = + =7 Lo
po T 10 buscamos numeros que somados deem 7 e que multiplicados deem 10

2+5=17 )
5 - entdo, a solucdo da equagdo x° —7x+10=0 sera: S={2; 5}.

3.2.4 Equacades literais de 2° grau

Defini¢cao: Se uma equagdo de 2° grau na variavel x apresentar um ou mais coeficientes indicados
por letras, além da variavel, a equagdo é chamada de equacgdo literal. Veja: x* —4mx—5m* =0
A solucdo se d4 do mesmo modo que as equagdes ja estudadas, seja por Baskara ou Girard.

Resolva a equagdo x* —4mx—5m’> =0

Solu¢ao:
a=1 A=b*—-4ac
Temos que: 16 =—-4m  Portanto, = A= (—4m)2 —4(1)(-5m*) =16m"* +20m>  entdo,
c=-5m . A=36m"
- +«j 2 + 6m? x, =2m+3m=5m
x= (4m) £ \j36m = x=M Lx=2m+3m =i
2(1) 2 X,=2m—-3m=—-m
R :{Sm, —m}



kel
Fique atento

Resolva usando Girard e veja como fica menos trabalhoso...

3.2.5 Fatoracio do trindomio de 2° grau

Vimos na Unidade I que a fatoragdo do trindmio de 2° grau ¢é obtida a partir das raizes do
polindmio, usando a férmula ax” +bx+c = a(x—x,)(x—x,). Assim, basta encontrar a raizes para

obtermos o trinémio fatorado.

bl
Fique atento

Cuidado: nem sempre o valor de “a” serd igual a 1, atente para isso.

3.3 Equacdes Fracionarias

Chamamos de equacdo fracionaria aquelas que apresentam incognita no denominador, por

1 1 4 e . . . -
exemplo: — + — = —_. Como divisao por zero nao tem sentido, em qualquer equac¢ao fracionaria
3x> 9 9x

deve-se excluir do conjunto universo os valores que anulem os denominadores da fracdo. Entdo

1 1 4 . - . .
em 3 + e deve-se excluir a possibilidade de x ser igual a zero. Para resolvermos tais
X X

equacdes: tiramos o mmc entre os denominadores e reduzimos as fragdes a uma so fragdo,
efetuando as operagdes indicadas; em seguida, caimos em um dos casos estudados anteriormente.

1 4

>t =50
3x 9 O9x

Veja: Resolver a equagao:

Soluciio: O mme dentre os denominadores 3x%, 3%, 9x € o produto de todos os seus fatores comuns

e ndo comuns, tomados com seus maiores expoentes. Entdo: mmc 3x%, 3%, 9x=3x7, 3%, 3°’x=
=9x°

. . 3 x° 4x -
Reduzindo as fragdes ao mesmo denominador, temos: — + =— . Multiplicando

Ox 9x?  9x

2 . 2
todos os termos pelo mmc 9x°, para cancelarmos os denominadores, obteremos: 3+x” =4x



s A . 2 ) ~
ordenando o polindmio vem x"—4x+3=0 que ¢ uma equagdo completa de 2° grau; essa,

resolvida por Girard, resulta nas raizes 1 e 3.

o S={1;3}

Resolver a equacao: i— 10
quacao: x+3 x*-9

=0,com x#-3 e x#3:

Solugio:

5 10 0 5 10

5 =0 = — =0
x+3 x -9 x+3 (x+3)(x-3)

Multiplicando ambos os membros pelo mmc (x +3)(x —3), obtemos: 5(x—3)—10=0. Efetuando
a distributiva: 5x—15—10=0 e agrupando os termos semelhantes, obtemos: 5x—25=0, que ¢

uma equagdo de 1° grau, que resolvida: = x=5 .. §={5}

Sy,

Fique atento

Note que: se tivéssemos obtido valor para x igual a 3 ou -3, eles seriam descartados,

pois ndo pode ocorrer denominador igual a zero.

3.3.1 Aprendendo:

1. Resolva as equagdes:
a) x*=5x+6=0 b) 6x>—13x+6=0
c) 2x° =3x+5=0 d) —8x* —24x+144=0

2. Determine, usando soma e produto, as raizes das equacdes:

a) x’ +8x+15=0 b) x> -3x-4=0 c) x’—x-2=0 d) x>=27x+50=0

3. Resolva as equacdes literais:

a) x*+2ax+a*=0 b) x> =2mx—8m* =0 c) x>+ Tmx+10m* =0

4. Determine o valor de m de modo que a soma das raizes da equagdo 3x” —6mx+1=0 seja igual a 2.



2x—1_1+3x_5—2x x—=2 3
x—2 x+5 2x-4 X 2—x

5. Resolva as seguintes equagdes fracionarias: a)

3.4 Sintese da Unidade:

Nesta Unidade, aprendemos como identificar equagdes de 1° e 2° graus e como resolvé-las. Vimos
também o que sdo as equacgoes literais e as equagdes fracionarias, bem como as eventuais restrigdes
a esse tipo de equacdo. E importante ressaltar o emprego da relagdo de Girard para a resolugio das
equagdes de 2° grau, visto que na maioria dos problemas envolvendo equagdes de 2° grau as raizes

sd0 numeros inteiros. Portanto, fique atento a isso.

R ™

= Demana: https://plataforma.bvirtual.com.br/Acervo/Publicacao/21 (p.37)

Boulos: https://plataforma.bvirtual.com.br/Acervo/Publicacao/177839 (p.71)
GUELLI, Oscar. Equacdo o idioma da Algebra. Sdo Paulo: Atica, 1999. Colegdo

Contando a Histoéria da Matematica.

ROSA NETO, Ernesto. As mil e uma equagées. Sao Paulo: Atica, 2008. Colegdo A
Descoberta da Matematica

TAHAN, Malba. O homem que calculava. Rio de Janeiro: Record, 2003.

AABOE, Asger. Episodios da historia antiga da Matematica. Rio de Janeiro:

Sociedade Brasileira de Matematica, 1984.

\_ )

3.6 Praticando:
5

1. Resolva as equagdes:
a) 2x> —10x=0 b) 8x*-2=0

c) 9x* +18=0 d) (x+2)(x° +4x+3)=0

2. Resolva as equacdes literais:

a) 2x* +ax=3a’ b) axX +2bx=0 c) a’x* +12=8ax
d) x> =2mx+m*—n*=0 e) xz—(a—b)x—ab:O f) x*=3ax+2a*=0
g) X’ —(k+4)x+4k=0 h) x> —2ax+a’-b* =0



3. Resolva as seguintes equacdes fraciondrias, ndo se esquecendo da condi¢do de existéncia.

2 1 -4
) 1= b) —— I e S
x° =9 x+3 x =4 x(x-2) x(x+2)

4. Determine o numero natural cuja soma de seu dobro com seu quadrado resulte em 48.

5. A diferenca entre o quadrado e o quintuplo de um mesmo numero ¢ 24. Determine esse numero.

6. A figura abaixo mostra um quadrado ABCD cuja 4rea ¢ igual a 121 cm?. Determine o valor da

medida x.
A 3x 6 B
3x
6
C D

7. Determine a medida x para que um quadrado de lado igual a x+2 tenha a mesma darea que um

retangulo de lados 2x-1 e x-4.



Unidade IV

Funcoes

O conceito de funcdo surge no 9° ano do ensino fundamental, e tem sequéncia
nas demais séries do ensino médio. Embora ndo discutamos a importancia dos
demais contetidos abordados nos ensinos fundamental e médio, acreditamos que o
assunto fung¢ao seja, dentre todos, o de maior importancia, pois vai muito além de
uma simples relagdo entre grandezas, como ¢ comumente apresentado. Fungao ¢
o objeto principal de estudo do Calculo Diferencial e Integral, tanto a uma quanto
a varias variaveis. E fundamental para analisar os fendmenos que nos rodeiam,
possibilitando interpreta-los, identificando seu comportamento e, eventualmente,
para estabelecer generalizacOes a partir dessa analise, seja para avaliar o poder
de contaminacao de um virus em uma populag¢do, acompanhar o crescimento de
plantas ou para a tomada de decisdo para estabelecer o pre¢o de venda de um dado
produto. A constru¢do de graficos, a partir da lei de formacao de uma fungdo, e a
analise desses graficos sao também assuntos de grande importancia.




4.1 Funcio: definicdo, dominio, contra dominio e imagem

Quase tudo ao nosso redor esta sujeito a mudancas. A variagdo de uma grandeza implica, usualmente,
na variacao de outra grandeza, por exemplo:

e o salario de um vendedor ¢ func¢do da quantidade de suas vendas;

e aarea de um quadrado ¢ fun¢do da medida de seu lado;

e adistancia percorrida por um corpo em queda livre ¢ fun¢do do tempo que ele leva para cair;
e o valor a ser pago pelo uso do celular ¢ em fungdo do tempo gasto nas ligacdes

BT
Fique atento

Grandeza em matematica significa uma certa “quantidade” de algo.

Vamos imaginar um quadrado cujo lado mede ¢.

¢ designando por p a medida do perimetro desse quadrado, podemos estabelecer a

seguinte relagdo entre as medidas do lado e do perimetro: p = 4 - [

«—>
L Nota-se que a medida do perimetro p depende da medida £ do lado, o que pode ser

verificado na tabela:

Lado ¢| Perimetro p
1 4
2 8
3 12
4 16

Observando a tabela, notamos que:

e amedida ¢ do lado do quadrado ¢ uma grandeza varidvel
e amedida p do seu perimetro ¢ uma grandeza variavel

e atodos os valores de £ estdo associados valores de p

e acada valor de ¢ esta associado um unico valor de p

Dizemos, entdo:

e A medida p do perimetro de um quadrado ¢ dada em fun¢do da medida £ do seu lado.
e Arelagdo p =4.0 chama-se lei de associacio ou formula matemadtica desta funcao.

Na lei de associacdo desta funcdo, p = 4.€ , temos que: p ¢ a variavel dependente e £ ¢ a variavel

independente, que indicamos por: p = p(l) e lemos: “p depende de I’ ou “p ¢ fungdo del”.



Desse modo, dizemos que fungdo ¢ toda relacdo entre dois conjuntos A4 e B, de modo que, a cada
elemento do conjunto A, corresponda um e s6 um elemento do conjunto B. Um e s6 um significa que
cada elemento do conjunto A tem que se corresponder com um elemento do conjunto B, e somente
uma vez.

Representagdo de fungdo usando diagrama de Euler

WML,

Fique atento

Note que: fodos os elementos do conjunto 4 se relacionaram com elementos do conjunto B, e
se relacionaram com somente um elemento de B. Caso algum elemento do conjunto 4 ndo se
relacione, ou se relacione com mais de um elemento de B, diremos que temos uma relagdo
entre 4 ¢ B ¢ nio uma funcao. Toda funcao é relacao, mas nem toda relacio é funcio.

Chamando de x os elementos do conjunto 4 e de y os elementos do conjunto B, e indicando a relacao
entre elementos dos conjuntos 4 e B pela letra f, temos que: f(x) = y que lemos: a funcdo faplicada
no elemento x leva ao elemento y. Comumente, chamamos os elementos do conjunto 4 de dominio,
sendo que, os elementos do conjunto B que se relacionaram com os elementos do conjunto A,
chamaremos de imagem. Os demais elementos de B que ndo se relacionaram, chamaremos de
elementos do contra dominio.

Vimos que a fun¢do p = p(l), que relaciona o perimetro p de um quadrado de lado /, tem lei de
formagdo dada por p = 41. Note que s6 admitiremos valores de / pertencente aos nimeros reais
positivos, ou seja I € R, pois ndo tem sentido atribuir a / valores negativos ou zero. Assim, dizemos
que o dominio da fungdo p = p(l) sera o conjunto R} e a imagem sera dada por todos os possiveis
valores de resposta ao multiplicarmos / por 4. Desse modo, definimos como sendo conjunto dominio
de uma fungdo todos os valores de entrada que, postos na fungdo, produzirdo uma resposta. Ja o

conjunto imagem sera aquele constituido por todas as respostas possiveis.
~ 5 .. , :
Para a fungo f(x) = —» temos que seu dominio sera dado por: Dy = {x € R|x # —1}, pois o

denominador no pode ser zero e o conjunto imagem sera dado por: Im; =R*

Jaafunglo g(x) = vx + 2 tera dominio Dy = {x € R|x = —2}, pois radicando de radical de indice

par jamais pode ser negativo.



Traquitana de fazer funcao
X

‘dominio

lei de formagdio

y

imagen

Maquina de fazer fungdo

Podemos representar fungdes de varias maneiras, usando diagrama de flexas, pares ordenados,
tabelas, lei de formagdo e grdficos; os meios mais comuns sao lei de formagdo e grdficos.

Veja s6: observando a fungdo dada pelo grafico abaixo, temos que seu dominio serda Dy = {x €

Rla < x < b}e sua imagem sera Img ={y € R|c < x < d}.

Grafico da funcdo f(x)

fx)

pNulal

Fique atento

Para determinar o dominio de uma funcdo a partir de seu grafico, imaginamos retas
perpendiculares ao eixo x ao longo do grafico. Todos os pontos do intervalo em que estas retas
interceptarem simultaneamente o grafico e o eixo x serdo valores de dominio da funcdo. De
modo analogo, ao imaginarmos retas perpendiculares ao eixo y que eventualmente cortem o
grafico e o eixo, teremos os valores de imagem.

4.1.1 Funcéo de 1° grau: definicio, grafico e estudo do sinal

Funcao de 1° grau ¢ toda senten¢a matematica do tipo:f(x) =ax +b,comaeb €Rea# 0.0
grafico da funcdo de 1° grau ¢ uma reta, e, sendo uma reta, basta conhecermos dois de seus pontos
para esbocar esse grafico. Caso b # 0, a fun¢ao ¢é dita fun¢do afim e, sendo b = 0, ela sera chamada
de funcdo linear. Caso a = 0, ela deixa de ser fun¢do de 1° grau, passando a ser chamada de fung¢do
constante, cuja lei de formacao ¢ dada por f(x) = c, e o grafico serd uma reta paralela ao eixo x,

passando por ¢ no eixo y. Como o grafico da funcdo f(x) = ax + b é uma reta, bastam dois pontos



para bem defini-la no plano. Vamos construir o grafico da fun¢do f: IR — IR definida por: f(x) =
x + 1 ouy = x+ 1. Para construir o grafico, basta saber onde a reta cortara o eixo y (sempre em x
= () e onde ele cortara o eixo x (sempre em y = 0); ligando esses dois pontos, teremos o grafico
desejado. De modo pratico, basta responder as perguntas:

a) Corta yem ?

Se x =0, na lei de formagao da funcdo, temos que y = 1, portanto corta o eixo y em (0 ; 1).

b) Corta x em ?

Se y=0, temos que x + 1 = 0; entdo, x = —1, portanto corta o eixo x em (— 1; 0) .

Marcados os pontos encontrados no sistema de coordenadas cartesianas e ligando-os, temos:

ty M) =r+1
1/
/—1 'X/

E interessante observar que, como a > 0, pois a = 1, a inclinagdo da reta em relagdo ao eixo x sera
menor que 90°, ¢ o valor a € chamado de coeficiente angular da reta. Neste caso, dizemos que a reta
¢ crescente, pois, para valores cada vez maiores de x (dominio), o valor de y (imagem) também

aumentara.

Vamos agora construir o grafico da fun¢ao f: IR — IR definida por: f(x) = —x+3 ouy =—x+

3. Novamente, de modo pratico, respondemos as perguntas:

a) Corta yem ?
Se x =0, na lei de formagao da funcdo, temos que y = 3, portanto corta o eixo y em (0; 3).
b) Corta x em ?

Se y=0, temos que —x + 3 = 0, entdo x = 3, portanto corta o eixo x em ( 3; 0).

Marcados os pontos encontrados no sistema de coordenadas cartesianas e ligando-os, temos:

() =-x+3 4ty

}\ :
3\ v

E interessante observar que, sendo a < 0, pois a = —1, a inclinag@o da reta em relagdo ao eixo x sera
maior que 90°. Neste caso, dizemos que a reta é decrescente, pois para valores cada vez maiores de x

(dominio), o valor de y (imagem) diminuira.



N

Observando a relagdo entre os coeficientes a e b , da fungio y =ax+b, e seu grdfico, notamos:

{a>0 = ang < 90°
a<0 = ang >90°

Coeficiente angular “a” : angulo que a reta faz com o eixo x:
Coeficiente linear “b” : onde a reta corta o eixo y

N J

Estudar o sinal de uma funcfo, qualquer que seja ela, significa verificar para quais valores de x,
dominio, teremos valores de y, imagens, positivos, negativos ou nulo. Matematicamente,
escrevemos:

y<0 VxeR|x=?

y=0 VxeR|x=?

y>0 VxeR|x=?
Estudo do sinal da fung@o f(x):

fw=wv+1 (<0 Vx€R|x <-1
=2{y=0 VxeR|x =-1
y>0 Vx€eR|x>-1

y<0 Vx€eR|x>3
=24y=0 VxeR|x=3
y>0 VxeR[x <3

4.1.2 Funcao de 2° grau: definiclo, grafico e estudo do sinal

Fungdo de 2° grau ou fungio quadratica ¢ toda fungdo f: IR — IRdefinida por f(x) = ax? + bx + c,
coma,b,c € Rea # 0. O grafico de uma funcgdo do 2° grau é uma curva aberta chamada pardbola.
Caso a > 0, a concavidade sera voltada para cima e, se a < 0, a concavidade sera voltada para baixo.

Y

/" /\
(U

a>0 a<0




WMy,

Fique atento

Para construir o grafico da fungdo de 2° grau, f(x) = ax? + bx + c, basta determinarmos:

e a concavidade

[IPRE)

e onde corta eixo y: sempre em “‘c
e onde corta eixo x: raizes
b -4

e coordenadas do Vértice: V = (xy,yy) = (Z’E

)

O grafico de y = x? — 2x — 15serd obtido, fazendo:

a) concavidade voltada para cima, pois,a =1=a >0
b) cortaoeixoyem — 15

c) cortaoeixoxem —2 ¢S5, suas raizes

d) coordenadas do vértice: V = (1,—16)

y<0 VxeER|—-3<x<5
- ¢ estudando o sinal da fun¢io: ={y =0 x =—-3 ou x =5
y>0 Vx ER|x <=3 o0ux>5

V(1,-16)

4.1.3 Inequacoes de 1° e 2° graus

Chamamos de inequagdes a sentencas que envolvam desigualdades ou, ndo igualdades, do tipo: x —
2<0, x2=2x—15>0, x2—4>0, x—7<0. E interessante observar que resolver uma
inequagdo nada mais € que determinar os valores reais de x que a tornam verdadeira. Note também
que a solugdo da inequagao pressupoe, feito o estudo do sinal da fungdo, escolher os valores de x que
a satisfardo, tanto para as de 1° quanto 2° graus, mudando somente o grafico da fungao.
Veja: Resolver x? — 2x — 15 > 0

Esbogando o grafico para estudo de sinal \

+

a) concavidade voltada para cima, pois,a =1=>a >0

. , -3 = s
b) cortaoeixoxem — 3¢5, suas raizes \_/

2x?=2x—15>0 = S={Vx € R|]x < —3oux > 5}

Note que as raizes foram exclusas, “bolinha vazia”



4.2 Funcao Exponencial: definicio e grafico

Uma exponencial nada mais ¢ que uma poténcia de base positiva e diferente de 1; assim, chamaremos

de fungdo exponencial a toda fungdo f: IR} — IR, definida pory = a*,ondea >0ea # 1.
2

L. 1 X -X
Sao exemplos de fungdes exponenciais: f(x) = 5% ; y = (5) ; g(x) = (E)

Grafico da fun¢ao Exponencial:

Dada a fungdo: f(x) = 2% temos que o seu grafico sera:

¥ Eal=2 Note que: 2* > 0 Vx € R, desse modo, o grafico da fungéo
jamais estara abaixo ou tocara o eixo x. O eixo x, nesse caso, sera
chamado de assintota da fung@o. Assintota ¢ a reta para qual a funcao
& ou curva tende, sem jamais alcanca-la.
[
Y, Doms; =R e Imy =R}
ol 1 P

E interessante observar que, em y = a*, sendo a > 1, a fungdo sera dita crescente e, sendo 0 < a < 1,a

funcdo sera dita decrescente.

N

Funcdo crescente: quanto maior o valor de x, dominio, maior o valor de y, imagem.

Fungao decrescente: quanto maior o valor de x, dominio, menor o valor de y, imagem.

X
Jaafuncdo g(x) = G) terd seu grafico dado por:

X
Note que: (%) > 0 Vx € R, desse modo, o grafico da fungdo jamais

estara abaixo ou tocara o eixo x. O eixo x, nesse caso, sera chamado de
assintota da fungado.

Domy =R e Imy =R}

N J

4.2.1 Equac¢oes Exponenciais: técnicas de resolucao

Denominamos de equagdo exponencial a toda igualdade envolvendo exponenciais, tipo: a* = b.
Basicamente, a resolugdo de equacgdes exponenciais consiste em deixar ambos os membros da

igualdade na forma de poténcias de mesma base para que comparemos os expoentes.



Para isso, fatoramos ambos os membros da igualdade:
Veja os exemplos:

> 3¥=27>3*=33% . x =3 assim, temos que: S = {3}
x—1
> V2xl=16=227 =2%. =

> 10*=1=>10*=10= x =

[y

=4 = x = 17 assim, temos que: S = {17}

O-P

assim, temos que: S = {0}
Nos casos em que um dos membros ou ambos os membros da igualdade apresentam poténcias de
mesma base, mas seus expoentes envolvem soma ou subtragdo de termos, aplicamos propriedades
das poténcias, abrindo cada uma das poténcias em produto de poténcias de mesma base e, apos
fatoragdo, cairemos no caso mais simples.
> 3.2%t2 _px+l 4 4 2% 1 =96
3.2%.22 —2%2+4.2%*.271 =96

1
3.4.2% = 2.2 + 4.5.2" =96

12.2% =2.2% 4 2.2 =96

12.2* =96
2% = % = 2% =8 .~ 2% =23 como as bases sdo iguais, temos que: x = 3

assim, o conjunto solugdo é: S = {3}

Nos casos em que as poténcias envolvidas presentam bases quadradas entre si ou mesmas bases,
porém, expoente dobro entre si, usamos propriedades de poténcias para reescrever a equagao e troca
de variaveis para resolvé-la.

> 4*t1-92*4+2=0

~ 22%%2 9 2% 4+ 2 = 0 note que as poténcias tém mesma base, porém os expoentes sio o dobro.

x+1
Solugio: 4**1—92¥ 4+ 2 =0 . (22) T 027420 = 2>2_-92"12-0

522422 -92%42=0 = 4.22%-9.2°42=0 = 4.(2%)%2-9.2)+2=0
A
chamando de 2¥ = A, teremos: 4.(A)? —9.(A) + 2 = 0, que é uma equagdo de 2° grau com raizes: A=

seA=2=22"=2=>x=1
seA=%:o2x=i=>2x=2‘2$x=—2

DR N

como: 2¥ = A= { ~ §={-2;1}

4.2.2 Inequacoes Exponenciais: técnicas de resolucao

As inequagdes exponenciais diferem das equagdes exponenciais pelo sinal da desigualdade entre os
membros. A solucdo das inequagdes exponenciais ¢ muito semelhante, algebricamente, a solucdo das

equacdes exponenciais. Deve-se observar que:



f(x)=a" é crescente quando a > |

f(x) = a* sera decrescente quando 0 <a < 1

Antes de resolver uma inequacdo exponencial, deve-se observar a situagdo das bases nos dois
membros; caso as bases sejam diferentes, reduza-as a uma mesma base e, em seguida, forme uma

inequacao com os expoentes, atentando para as regras dos sinais:
Caso: a> 1, mantenha o sinal da desigualdade

Caso: 0 <a <1, inverta o sinal da desigualdade

Veja exemplos:
X
> Resolver(%) < 243

€ 335:(3‘2)x£35:>3‘2xs35:>—2x35=>.-.x2—§ W S= erR|x2—g
3? 2 5

Note que: a solucgdo da inequagdo exponencial € um intervalo numérico.
1, _¢ 1,-2
> Resolver (5) < (-) ¢
()t—()" )<()’
como 0 < base < 1, invertemos a desigualdade ao comparar os expoentes.
1. _ 1,-2% 4 -
Se: (§) t< (g) t = —t = —- , multiplicando ambos os membros por — 1, temos:

t%—4

t<- > t—-<0 = - = < 0 que é uma inequagdo quociente...

[N
«-1-|.\>

Estudando os sinais das fun¢des do numerador e denominador, teremos:

—4 y=t

A=

—2'2x - /0

|
|
——l-er0

+ [+

- -1 -
I
r--Q=
+

NS L'
s
-

—2 0

~ S={xelR|x<-2 ou0<x<2}ou] —oo,—2]U]0,2]

4.3 Funcao Logaritmica: definicio e grafico

Dada a equagdo exponencial a* = b,coma > 0 e a # 1, chamaremos o nimero x de logaritmo de
b na base a, matematicamente: x = log, b; ou seja, logaritmo nada mais é que o nome dado ao

expoente de uma exponencial. Matematicamente, escrevemos: a* = b © x = log, b



Desse modo, definimos a fungdo f:IR} — IR, definida por f(x) = log,x, coma>0e a# 1
como fungdo logaritmica. E interessante observar que a fungio logaritmica é a fungio inversa da
funcdo exponencial. Desse modo, seus graficos serdo simétricos em relagcdo a reta y = x (bissetriz dos
quadrantes impares).

O grafico de f(x) = log, x, com a > 1, portanto base maior que 1, sera dado por:

Yy axd Note que:
o f(x) é crescente
e corta o eixo das abscissas em x = 1
— e Domy =]0, +oo[= R}
L = e /ms =] — o, +o[= R

O grafico da funcdo logaritmica f(x) = log, x, com 0 < a < 1, portanto base entre zero e 1, sera
dado por:

Ay 0<a<1l Note que:

o f(x) é decrescente

e corta o eixo das abscissas em x = 1
e Dom; =)0, +oo[= R}

eIm; =] — o, +o[=R

4.3.1 Equacdes e Inequacoes Logaritmicas: propriedades dos logaritmos, técnicas de resolucio

Para resolver equacées logaritmicas, devemos:
e Indicar as condicdes de existéncia.
e Resolver a equacdo aplicando as propriedades.

e Fazer a verificagdo das solu¢des obtidas na equagio com as condi¢des de existéncia.

Para resolvermos as inequacdes logaritmicas, devemos:
e Aplicar as propriedades e reduzir ambos os membros a um sé logaritmo de mesma base.

e Observar a base: base > 1, manter a desigualdade; 0 < base < 1, inverter a desigualdade.
e Encontrar as condi¢des de existéncia.

e Interseccionar a solug@o encontrada com a condi¢ao de existéncia, obtendo a solugdo do problema.

4.4 Aprendendo:

1. Sabendo que toda fun¢ao ¢ uma relagdo, mas nem toda relagdo ¢ uma funcao, identifique quais dos
diagramas abaixo representam uma fun¢do. Nos casos afirmativos, escreva o seu conjunto do dominio
e o conjunto Imagem.



2. O grafico da fungdo f'(x) = ax+bpassa pelos pontos (1;2) e (0;—1); pede-se determinar a lei de
formacao de f{x).

3. Faga o esboco do grafico e, a seguir, estude o sinal das funcdes:

a)f(x)=3x+2 b f(x)=-5x—-7 o f(x)=—x>—-2x+8 d) f(x)=x>—4x—-5

3x+1

Vx—3

4. Determine o dominio das fungdes definidas por: f(x) =

5. Sendo a fungdo f(x) representada pelo grafico abaixo, determine:

a) Domf(x) [ I‘mf(x)

b) intervalos onde f(x) € crescente e onde ¢ decrescente
\1 ¢) intervalos onde f(x) >0 ¢ f(x) <0
SN Donde f(x) =0
e) o valor 16 __
fF3)-f()
-3

4.5 Sintese da Unidade

Nesta Unidade, vimos o objeto de estudo do Calculo Diferencial e Integral, o conceito de fungdo.
Aprendemos o significado de dominio, imagem, grafico e estudo de sinal de uma fung¢ao, regra valida
para qualquer que seja a fungdo. Aprendemos que geralmente o nome dado a fungdo esté vinculado
a sua lei de formagdo, ou expressao matematica que a define, como fungdo de 1° ou 2° graus, as
exponenciais e as logaritmicas. Vimos também a importancia do estudo do sinal na resolug¢do das
inequagdes, bem como a aplica¢do de intervalos numéricos na busca das solugdes. E interessante
ressaltar que os assuntos estudados em Unidades anteriores foram de grande relevancia no processo
algébrico empregado na solug@o dos problemas propostos e serdo mais ainda nos que virdo. Portanto,
estude, aplique-se, apreenda os contetidos estudados, pois serdo ferramentas fundamentais na

sequéncia de seu curso.



Demana, p. 59 Petroli, p. 60 Bosquilha, p. 11
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4.6 Praticando:

1. Dada a fungdo f(x) = (m? — 16)x? + (m — 4)x + m + 4, determine o valor de m de modo que:
a) f(x) seja fungdo do 2° grau b) f(x) seja fungdo do 1° grau

¢) f(x) seja uma parabola concava para cima d) f(x) seja uma reta paralela ao eixo x

2. Sabe-se que o custo C para produzir x pecas de um tablet popular é dado por
C = x? — 40x + 2.000. Assim sendo, pede-se calcular a quantidade de pecas a serem produzidas

para que o tablet tenha o menor custo possivel e, em seguida, o valor deste custo minimo.

3.Se f(x) = a* e g(x) = x? — 1 interceptam-se em um ponto de abscissa 3. Qual o valor de a?

4. Se f(t) = 10.2% uma funcdo que avalia a evolugdo de uma cultura de bactérias, em ¢ horas, ao

final de quantas horas teremos f(t) = 5.120?

5. Uma empresa de TI, ao desenvolver seu plano de negocio, projetou a expectativa de lucro segundo
a formula matematica L(t) = 2.000(1,25)¢, onde L(t) é o lucro esperado apds ¢ meses. Dado
que: log4 = 0,602 e log 1,25 = 0,097, a partir de quantos meses de funcionamento a empresa

atingira lucro de R$ 8.000,00?



Unidade V

Trigonomelria

Nesta Unidade, estudaremos a trigonometria, seja no tridngulo retangulo, xodo
de Pitagoras, como também no circulo trigonométrico, ampliando nossos estudos
referentes aos angulos, além daquele possivel no tridngulo retangulo, restrito aos
angulos até 90°. Iniciamos os estudos com as relacdes métricas e trigonométricas
no triangulo retangulo, recordando os arcos notaveis e suas razdes trigonométricas,
passando pelo estudo das fungdes trigonométricas e seus graficos, topico importante
na area de tecnologia.
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5.1 Triangulo retingulo

O triangulo retangulo ¢ aquele que possui um angulo interno de 90° graus ou dngulo reto. E um tridngulo
especial e, por conta disso, merece estudo especifico, pois, ele ¢ a base da trigonometria. Seus lados recebem
nomes especiais, sendo que o lado oposto ao angulo reto, ou lado maior, recebe o nome de hipotenusa, os
demais lados, catetos. A soma dos angulos internos em um triangulo ¢ 180°, desse modo, é comum tratar os

angulos ndo retos do tridngulo retdngulo como dngulos complementares, pois, somam 90°.

5.1.2 Relacdes métricas no tridngulo retingulo, Teorema de Pitagoras

Seja o triangulo retangulo CAB, retangulo em A:
Definimos:

e 1 = projecdo do cateto b sobre a hipotenusa
o m = projecao do cateto ¢ sobre a hipotenusa
e g =n + m = hipotenusa

e /i = altura relativa ao lado BC

Para extrair algumas propriedades, faremos a decomposigdo do tridngulo retingulo CAB em dois tridngulos

retingulos menores: ADC e ADB. Assim, o angulo A, angulo de 90°, serd decomposto na soma dos angulos

aep.

A
A

Eh = ¥

! 7 h
“m [] A
B -D a @ B m D

Observe que os tridngulos retangulos CAB, BDA e CDA sio semelhantes, pois, possuem angulos internos
congruentes, ou seja, de mesmas medidas. Assim, a partir da semelhanga entre eles, podemos estabelecer as

seguintes rela¢des entre seus lados:

AABC ~ ADBA: 22 =28 Ty 02— g (1)
BC BA a c

AABC ~ ADAC: 22 =24ty gn=pbe ) e 2=252-T5 p2-gn am
BC AC a b BC AC a b

LN ﬁ:%:hz = mn (IV)

ADBA ~ ADAC: 24 =
DB DA



Somando membro a membro as equacdes (1) e (I11), vem:
c® =am
b% = an

b>+c?=am+an > b*+c?=a(m+n) =b?>+c?=a(a) ~ b?+ c? = a? (Teorema de

Pitagoras)

Assim, temos o que chamamos de relagdes métricas no tridngulo retangulo:

a? = b? + ¢?

c? =am

= <{b?=an
lhz =mn

ah = bc

Wy
Fique atento

Tais relagdes sdo enunciadas como:
O quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos catetos
O quadrado do cateto é igual ao produto de sua projec¢do pela medida da hipotenusa
O quadrado da altura é igual ao produto das projecoes dos catetos sobre a hipotenusa

O produto da hipotenusa pela altura é igual ao produto dos catetos

Exemplo de aplicagdo: Dado o tridngulo retangulo BAC, determine b, c e h:
Solugio: b% = 15(5+15) b?=15-20 = b =+3-52.22

c2=5(5+15) ¢?=5-20 >c¢=+52-22
W =5-15 h*=52.3 = h=+3-52

b =10V3
c=10
h=5V3



5.1.3 Razdes trigonométricas no tridngulo retingulo

Dado o triangulo retingulo CAB, considerando a e 8 seus angulos internos, definimos:

cat. oposto a a b

senad = ——— SoSena = —
hipotenusa a

cat. adjacente a @ c

cosae =—— & osa=-—
hipotenusa a

(& cat. opostoa a b .
tga = — 22222 . tga = - ouainda tga =

cat. adjacente a @

sena

cosa

De modo analogo, podemos definir para o angulo f3:

cat. opostoa f§ c cat. adjacente a 8 b
senp = —— Sosenp = - 5 coOSsp=———— & COSp =~— &
ﬁ hipotenusa B a ’ B hipotenusa ﬁ a
cat. oposto a 8 c . senf’
t = t =- ouainda t =—
gﬂ cat. adjacente a 8 gﬁ b g'B cos B
Definimos também:
hipotenusa a
secanteq@ = ——— . seca = —
cat. adjacente a & c
a
secp = —
p=3
hipotenusa a . _a
cossecante @ = ———"2_ . cosseca = — por analogia: cossecff = —
cat.opostoa b c
b
cotgf = -

cat. adjacente a @ c
cotangente¢ = ——— . cotga = —
cat. opostoa b

Q ~

E interessante notar que razao significa divisdo e, ao dividirmos as medidas entre os lados

do triangulo retangulo, por ser ele um tridngulo especial, os resultados obtidos recebem nomes
especiais: seno, cosseno e tangente, vinculados aos seus angulos internos. Note também que, sendo

ae f seus angulos internos, eles somam 90°, portanto sdo dngulos complementares, entdo valem

~ 1
as relagdes: sena = cos f§ ; cosa = senf ; tga = e

\_ )




Chamamos de arcos notaveis aos angulos 30°, 45° ¢ 60° por aparecerem
b

Razdes Trigonométricas dos Arcos Notaveis

frequentemente em nossos  calculos e, cujos valores de seno, cosseno e

tangente devem ser conhecidos. Para deduzirmos as razdes

trigonométricas de tais arcos, partimos de um quadrado de lado [ para obter
as razoes trigonométricas para o arco de 45° e, de modo analogo, de um triangulo equilatero
de lado [, para garantir a existéncia dos angulos de 30° e 60°. Veja o video preparado

especialmente para essa demonstracao.

Tabela dos Arcos Notaveis:

30° 45° 60°
V3
Seno 1 E -
2 2 2
1
Cosseno ﬁ E P
2 2
tangente E 1 V3
3

o

.®

Chamamos de “Tridngulos quaisquer” aos demais triangulos nao retangulos e,
para eles, valem as leis:

a’? = b?+c? - 2bc.cosy
LEI DOS COSSENOS: { b? = a? + ¢ — 2ac.cos 8

a b c?=a%+b?—2ab.cosa
LEI DOS SENOS: 2 = 2= _¢
’ seny senfd sena
C




5.2 Trigonometria no Circulo: defini¢coes iniciais

O circulo trigonométrico ou ciclo trigonométrico ¢ uma entidade matematica que nos possibilita o calculo de
razdes trigonométricas para qualquer angulo. Ele ¢ definido como sendo uma circunferéncia de raio unitario,
r = 1, com centro localizado na origem (0,0) do sistema de coordenadas cartesianas no plano. Podemos
associar um ponto (x,)) sobre a circunferéncia e, a esse ponto, arcos, medidos a partir da intersecc¢ao (0;1) do
semieixo positivo Ox, denominado origem do ciclo. A partir do ponto (0,1) podemos percorrer arcos na

circunferéncia que serdo orientados conforme a convengao:

7 \ D e A origem ¢ o ponto A de coordenadas (1,0)
‘\anti-. . e O sentido anti-hordrio ¢ o positivo
na | 1a horario o
. e O ciclo ¢ dividido em quatro quadrantes: 1Q, 11Q, IIQ e IVQ
r= *
[¢] NW» e Uma “volta” no ciclo se chama determinacdo, e mede 360°
ma | wa

e Mesmo que o percurso tenha mais que uma volta, portanto meca

mais que 360°, ele sera chamado de arco.

5.2.1 Medidas de angulos e arcos

Grau: Dividindo-se a circunferéncia em 360 partes iguais e ligando cada um desses pontos ao seu

centro, determinamos 360 dngulos centrais. Cada um desses angulos ¢ chamado de / grau.

Radiano: Essa ¢ uma das medidas mais usuais, principalmente nos problemas envolvendo
trigonometria. Desenhamos uma circunferéncia de raio r e, em seguida, marcamos sobre ela um arco de
mesmo “famanho” que seu raio. O dngulo central que corresponde a esse arco mede 1 radiano (1rad).
Portanto, a medida de / radiano corresponde a um arco cujo comprimento é igual ao raio da circunferéncia,
ou seja, o comprimento do arco dividido pelo raio da circunferéncia € 1.

Arco de 1 radiano
A




A Conversao entre as medidas, grau e radianos € feita usando a relacdo: 1809 = m rad, portanto, uma volta

completa na circunferéncia, correspondera a 360° = 2r rad.

Ciclo Trigonométrico e os Arcos Notaveis

{0,1)

5.2.2 Arcos Congruos

Dois arcos serdo ditos congruos quando possuem a mesma origem e a mesma extremidade. Uma regra pratica

e eficiente para determinar se dois arcos sao congruos consiste em verificar se a diferenca entre eles ¢ divisivel

ou multipla de 360°, significando assim que a diferenga entre as medidas dos arcos dividida por 360° precisa

8.390°— 6.230°

ter resto igual a zero, veja s6: 8.390° e 6.230° sdo congruos, pois, e 6.

5.2.3 Expressao geral dos Arcos Congruos

A expressao geral dos arcos congruos a um arco de medida a ¢ dada por: a + 2km; se a estiver em radianos

e a?+ k-360%, se a for medido em graus, com k € Z. Assim, notamos que qualquer arco a ¢ congruo a

outros infinitos arcos definidos pela soma de @ com multiplos de +27, ou seja, se estamos sobre 0 arco a ¢

andarmos mais ou menos 27 sobre a circunferéncia voltaremos para a mesma posicao e, se andarmos mais 27

voltamos novamente para a mesma posi¢cdo original e, ainda, se formos andando mais multiplos de 2w

estaremos sempre voltando para a mesma posicdo. Desse modo, podemos escrever que qualquer arco congruo

de a é da forma: AB = a + 2km; k € Z , que chamamos de expressdo geral dos arcos congruos ao arco AB.

Vs

~




5.2.4 A identidade Trigonométrica Fundamental e suas relacoes

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo retangulo OAB, cuja
hipotenusa ¢ o raio da circunferéncia de raio igual a 1, temos:
sen? a + cos? a = 1 (1), que denominamos identidade trigonométrica

fundamental. A Partir da identidade trigonométrica fundamental,

dividindo ambos os membros da equagio (I), por sen’a, vem:
= 1+ cot g?> a = cossec? a.

Dividindo agora ambos os membros por cos? @ = tg?a + 1 = sec? a.

sen*a =1—cos?a

Temos ainda que: sen? a + cos?a =1 = { 5 5
cos“a=1—-sen“«a

E ainda: tg?a + 1 = sec’a = tg?a =sec’a—1 e = cotg?a = cossec’a —1.

Todas essas identidades trigonométricas ou relagdes trigonométricas serdo uteis na resolugdo de inimeros

problemas, particularmete ao estudarmos Caclulo Diferencial e Integral, portanto, ¢ interessante sabé-las.

5.3 As Funcdes Trigonométricas: Seno, Cosseno e Tangente — defini¢coes e graficos

Funcéo Seno: Dado um arco AM, de medida x radianos, definimos como seno x a ordenada do ponto M e

representamos: sen x = OM,

v
8 B
AT
My f----- :
2
< |
A o) A SN
M,
o
Sobre a fungéo seno, definimos: Grafico da funcdo f(x) = sen x
E fungio impar sen x = —sen (—x) E positiva no 1° e 2° Q, negativa no 3° e 4° Q.
crescente no 1° e 4° Q, decrescente no 2° ¢ 3° Q. Domy = IR =] — oo; +oo[ Imy =[—1;+1] periodo:p = 27



Fun¢ao Cosseno: Dado um arco AM, de medida x radianos, definimos como cosseno x a abscissa do ponto

M e representamos: cos x = OMj;.

N

Sobre a fungdo cosseno, definimos:

E fungdo par cos x = cos (—x)

crescente no 3° e 4° Q, decrescente no 1°¢ 2° Q.

Grafico da fungdo f(x) = cos x
E positiva no 1° e 4° Q, negativa no 2° e 3° Q.

Domg = IR =] — 0; +0oo[ Imy =[—1;+1] Periodo:p = 21

Func¢ao Tangente: Dado um arco AM, de medida x radianos, com x # §+ km, e k € Z, definimos como

tangente de x & medida algébrica do segmento AT e representamos: tg x = AT.

e

Sobre a fungio cosseno, definimos:

E fungdo impar tg x = —tg (—x)

E estritamente crescente em todo o dominio

Grafico da fungdo f(x) = tg x

E positiva no 1° ¢ 3° Q, negativa no 2° ¢ 4° Q

Domf=IR—{§+kn;kEZ} Img =IR  Periodo:p =7



N )

Um aplicativo muito interessante para estudar e apreender sobre os conteudos estudados
até aqui é o Geogbra, que possibilita transformarmos graficos estaticos em animados, de
modo a facilitar a percepcdo dos conceitos vistos. Acesse o Geogebra em:

https://www.geogebra.org

- /

5.4 Aprendendo:

1. A medida da altura relativa a hipotenusa de um triangulo retdngulo é 12 cm e uma das projecdes dos catetos
sobre a hipotenusa mede 9 cm. Calcular a medida dos catetos desse tridngulo.

2. No triangulo ABC, retangulo em A, determine as medidas m, n, h ¢ b, sabendo que A ¢ a altura relativa ao

lado BC.

4. Em um triangulo BAC, retingulo em 4, o dngulo B mede 30° e a hipotenusa mede Scm. Determine as

medidas dos catetos ACe AB desse tridngulo.

5. Um barco parte de um ponto A para a travessia de um rio. A dire¢do de seu deslocamento forma um angulo
de 120° com a margem do rio. Se a largura do rio ¢ de 60 m, qual distancia, em metros, percorrida pelo barco?

£

120




6. Um observador vé um edificio, construido em terreno plano, sob um angulo de 60°. Afastando-se do edificio
mais 30 m, passara a vé—lo sob angulo de 45°. Qual a altura do edificio.

7. Em um triangulo retangulo, @ e f sdo seus angulos internos. Sabendo-se que sena = g, pede-se
determinar: a) cosf3 b)tg S c)senf

8. Represente no ciclo trigonométrico, as extremidades dos arcos cujas medidas sdo dadas pelas expressoes:
a)x=—§+kn,k€Z b)x=%+2kn,kEZ

c)x =120° + k.90 k€eZ d)x = —150° + k.360° k€ Z

5.5 Sintese da unidade

Nesta unidade recordamos os conceitos principais envolvendo a trigonometria no tridngulo retdngulo e no
ciclo trigonométrico. Vimos conceitos que serdo necessarios em varias das disciplinas de seu curso, portanto,
apreenda os conceitos, pratique para que possa sedimenta-los e, no momento oportuno, deles fazer uso em
situagdes problema. Muita atengdo com os valores dos arcos notaveis, as transformacdes em graus e radianos
e vice versa. Outro ponto relevante sdo as relagdes métricas e trigonométricas no tridngulo retangulo, sem as
quais, muitos problemas ndo terdo com serem resolvidos. Destaco também a importancia do “desenho” da
figura que modela o enunciado dos problemas propostos, pois, um bom desenho ¢ meio caminho para a

solucdo buscada.

5.6 Para saber mais

Demana: https://plataforma.bvirtual.com.br/Acervo/Publicacao/21 Apéndice C p. 229

Manual Compacto de Matematica: https://plataforma.bvirtual.com.br/Acervo/Publicacao/182306 Capitulo 6 p. 111

Molter & Zahn: https://plataforma.bvirtual.com.br/Acervo/Publicacao/181781

Leite & Castanheira: https://plataforma.bvirtual.com.br/Acervo/Publicacao/30470

Manual Matematica Ridel: https://plataforma.bvirtual.com.br/Acervo/Publicacao/182305

5.7 Praticando

1. Seja o triangulo retingulo ABC, retingulo em A. Considere AH como sendo a medida da altura relativa a

hipotenusa. Seja BH = 144 cm ¢ AC = 65 cm assim, a medida do segmento AB serd igual a:

a) 25 b) 60 ¢) 156 d) 169 e) 80



2. Uma antena vertical, erguida sobre um terreno plano, tem 25 m de altura. Para estabiliza-la, fixaram um
cabo de aco, esticado, entre seu topo e o terreno, formado com este em angulo de 60°. O comprimento do

cabo de ago usado para a fixagdo da torre, em metros, foi:

3 2 3 2
3. A medida x na figura abaixo é:
a) vz b) 103 0) 5v3 d) 203
3 3 3 3
a0
e) "
300 60° z:!

X

4. As medidas dos lados de um tridngulo sdo 3, 4 e 6 unidades. O valor do cosseno do maior angulo interno

desse triangulo é:

11 10 3 3 11
a)a b)—? C)—g d)g e)—z

5. A medida, em radianos, de um angulo de 225° é:

a)%ﬂ b)‘*?” c)%ﬂ d)%" e)%"

6. Sabe-se que: sena < 0e cosa<0;cosB <0etgB <0e send > 0 e cotgh > 0 entldo, os
quadrantes onde estdo os angulos a, § e 6 sdo:

a)2° 1°e3° b) 3% 2%e 1° c)3°1°e2° d)1°,2°e3° e)3°,2°2°

7. Sabendo-se que @ = 1202, determinando o produto OA - OB", encontraremos:

0> d)= °)

~ &
*|&

2)3 b)

Y

-V

N



3 3n
8. Sabendo-se que tgx = Sem<x<—, calculando cos x — senx, encontraremos como resposta:

8) 2 b)— < 0) -2 d)2 e)2

9. A fung¢fo definida por y = 2 4 sen(x) sera bem representada pelo grafico:

.hr hy
a) R b)
X : Y
0 = T 3 x
.Il.y
0 d)
_E .....g...-....
o & * ¥ X
¥
of ;
e)
0 z H
2|
10.Se A = sen% + cos% + cos(g + g) entdo, o valor de 4 é:
a) 22 b)—22 ¢)3v2 a2 &) V2



Unidade VI

O Corpo
dos
NUmeros
Complexos

A histéria da Matematica ¢ cheia curiosidades. Uma delas € que os numeros
complexos surgiram a partir da busca por solugdes para as equacdes algébricas de
3° grau, e nao para as de 2° grau, como geralmente se conta. Gilberto Garbi, no
livro “O romance das equagdes algébricas”, e Carl Boyer, em seu livro “Historia
da Matematica”, contam sobre isso. Essa busca por solugdes teve inicio no século
XVI, mas s6 depois de quase duzentos anos de discussdes surgiu um vislumbre
sobre como resolver as tais equacdes. No século X VIII, Carl Friedrich Gauss, aos
21 anos, apresentou o que € considerada a mais brilhante tese em Matematica de
todos os tempos, apresentando o “Teorema Fundamental da Algebra”, pelo qual
comprovava que ‘“qualquer polindmio P(z) com coeficientes complexos de uma
variavel e de grau > 1 tem alguma raiz complexa”. A seguir, apresentamos o fruto
desse periodo de descobertas: a criagdo dos niumeros complexos.




6.1 Definicio de Numeros complexos

Chamamos de nimero complexo a todo par ordenado (x,y), escrito na forma algébrica z = x + yi, com x e
y pertencentes ao conjunto dos reais, onde x representa a parte real e y representa a parte imaginaria do numero
complexo. Matematicamente escrevemos: C = {(x,y)|x € R e y € R}, portanto, como o par ordenado (x, y)
pertence ao conjunto dos reais, podemos deduzir que o conjunto dos nlimeros complexos contém o conjunto
dos nimeros reais, ou que o conjunto dos reais esta contido no conjunto dos complexos.

Conjunto dos complexosC — Diagrama Euler-Venn

C ®

IMAGINARIOS
PUROS

Fonte: elaborado pelo autor

C conjunto dos numeros complexos

R conjunto dos nimeros reais

Ip conjunto dos nlimeros imaginarios puros
Q conjunto dos numeros racionais

I conjunto dos niimeros irracionais

Z conjunto dos numeros inteiros

N conjunto dos niimeros naturais

x = Re(z) parte real

Todo complexo z = (x,y) pode ser escrito na forma algébrica z = x + yi, {y — Im(z) parte imaginaria

Sy

Fique atento

Caso y = 0, temos que z ¢ um numero real e, sendo x =0 e y # 0, temos que z € imagindrio puro.

bl

Por definigdo (Euler sec. XVIII), temos que i? = —1 = +—1 =i, onde i é a “unidade imaginaria”.

6.1.1 Operacdes com os numeros complexos

Dados os complexos: z; = a + bi e z, = ¢ + di, definimos em C:

6.1.2 adicdo: z; +z, = (a+ b))+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i



6.1.3 subtracio: z; —z, = (a+ bi) — (c+di) = (a—c) + (b —d)i

6.1.4 multiplicacdo: z; -z, = (a+bi) - (c+di)=a-c+a-di+bi-c+bi-di =
=a-c+ (ad+ bc)i+bdi* =a-c+ (ad + bc)i — bd =
& Zy -z = (ac — bd) + (ad + bc)i

6.1.5 Conjugado de um nimero complexo: Z

Chamamos de conjugado do nimero complexo z = x + yi, o niimero Z = x — yi, de modo que o produto de
complexos conjugados serd sempre um niimero real, z - Z € R, pois, z-Z = x2 + y2.

Wy,

Fique atento

e Note que a fatoracio de x? + y? s6 existe no campo dos complexos: x? + y% = (x + yi)(x — yi)
e Sendo, z = x + yi seu conjugado serd Z = x — yi. Note que z e Z sdo simétricos em relacdo ao eixo x.
e Pense: E possivel ocorrer z = Z? Sob quais condigdes?

6.1.6 Divisdo entre complexos:

e A . , , z Z1°Z
A divisdo entre dois nimeros complexos z; € z,, com z, # 0, sera dada por: Z—l = ﬁ
2 2°42

Note que o denominador (z,) foi multiplicado pelo seu conjugado (Z;).

6.1.7 Poténcias de i:

(i°=1
it=i
i2=-1
i3=—i
Vejaque:{i* =1 sendon € Ne r € {0,1,2,3}, resto da divisdo de n por 4.
kln — lT



PLLY
Fique atento

Observe que as poténcias de i comegam a se repetir ap6s a ocorréncia de i*. Entdo, de modo geral, temos
que: i® 4 "4 M2 4 M3 =0 yneN

6.2 Localizacdo dos nimeros complexos no plano Cartesiano

Definimos na Unidade I que cada nimero real ¢ associado a um ponto de uma reta ou, ainda, que cada ponto
da reta ¢ a imagem (abscissa) de um Gnico nimero real. Com os niimeros complexos ¢ um pouco diferente,

pois, sendo eles dados por pares ordenados, sua representacdo se da no plano cartesiano.

Representagdo do complexo z = x + yi no plano de Argand-Gauss

Z=X+yi

Wy

Fique atento

Eixo x: marcamos a parte real de z.

Eixo y ou eixo imaginario: marcamos a parte imaginaria de z.

p: “ré” médulo de z (distancia de z até a origem do sistema de coordenadas).

0: “teta” argumento de z (angulo formado com o eixo x tomado no sentido anti-horario).

O ponto do plano estabelecendo a posi¢ao do complexo z é chamado de “afixo de 7”.

6.3 Mo6dulo, Argumento e Forma Trigonométrica ou Polar do niimero complexo

Note que, aplicando o Teorema de Pitagoras, estudado na Unidade 5, no triangulo retdngulo, obtemos:
p =+/x% + y2, que denominamos médulo do nimero complexo z, ou seja: |z| = p = /x?% + y?
Aplicando agora as razdes trigonométricas, também estudadas na Unidade 5, no tridngulo retangulo, decorre

que:



cosf == =>x=p-cosH
sen =2 =>y=p-send ’

DIRD IR

nos permitindo escrever o complexo z = x + yi, em funcdo de p e 8, trocando x e y por:p-cos6 ep -
senf respectivamente, ou seja: z = (p - cos 0) + (p - senf)i . z = p(cos @ +i-senf), que chamamos

de forma trigonométrica do complexo z, ou entdo de forma polar de z.

ANl

Fique atento

z=xy)
Note que: [ z=x+yi Escritas distintas para a mesma entidade matematica.
z=p(cosO +i-senf)

Aplicando os conceitos de mddulo, argumento e forma trigonométrica, temos: sendo z = 2 + 2i, vamos

determinar o modulo, o argumento e a forma trigonométrica ou polar de z.

Solucao:

x =2
. A ; c o= [y2 2 S = 2 2
Modulodez: z=2+42i = {y _ > Como: p = /x? +y?, temos que: p = V(2)?2+(2)
entdo, médulo de z: p = 2V2 ou |z]| = 2V2

Argumento de z: tgf = g =§ L O=arctgl=> 6 =% ou = 6 =45

Argumento principal de z serd o valor 8|8 €] —m, r]

Forma trigonométrica de z: z = p(cos 0 + i - senf) = z = 2\/5(605% +1i-sen %)

Veja como se resolve um problema que ndo teria solugdo no campo dos numeros reais:

Resolver em C a equagdo x2 — 2x + 2 = 0.

Solugao:
a=1
Usando formula de Baskara: {b = -2 e A=b* —4-a-¢c =24=(-2)2-4-(1)-(2) ~A=—4
c=2
Entio: x = Z2Y8 o x = ZEDEEE_ZE2_ 444 Loy =14ic s xp=1—i
2a 2:(1) 2

S={1—i; 1+ i}



Se estivéssemos trabalhando em R o problema nao teria solugao, pois 4 < 0 (delta/discriminante).

Um problema envolvendo as poténcias de i: Determinar: (73,

Solucio:

Dividindo o expoente por 4, para verificar quantas sao as repeticdes, temos:

73|14
3318 =iP=i'=i . "=
1

Um problema envolvendo operagdes com numeros complexos: Dados z; =3 +i e z, — 1 + 4i, calcular:

a)Z1+Zz b)21_22 C)Zl'ZZ d);_:

Solucio:
a) z1+2, =B+ +(—1+4i)=2+5i
b) 21—z, = (3+1i)— (=14 4i) =4—3i

©) z1-z; =B +10) (=1+4i) =)D+ (3)(A) + (OH(=1) + (DH(4)
wZy 2y ==3+4+12i—i+4i’?>2, -z, =-3+11i—4=-7+11i

i Zl 'Zz = _7+ 11’.

d) zy 3+ (3+Q) (=1-4i) _ —3-12i-i+4 _ 1-13i
z,  —1+40  (—1+40) (-1-40))  1+16 17

z; 1 13

— -

Yz, 17 17

Um problema interessante: Determine os valores de x, x € R de modo que o complexo
z =2+ (x —4i)(2 + x)i seja um numero real.

Solucio:

Se z ¢ nimero real, significa que sua parte imaginaria deve ser nula, entao:
z=2+(x—-4)2+x)i =2+ (x —4i)(2i + xi)
z=2+2xi — x> +8+4x) ~z=(4x+10)+ (x% + 2x)i
Entdo: x> +2x =0 2>x=0 ou x = -2

Assim, temos que: para que z seja um numero real, x =0 ou x = —2.
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= Esse vocé nunca viu... nimeros complexos aplicados na lida do campo! Suponha que
vocé ira construir dois cercados quadrados para acomodar alguns animais. Para isso, vocé

dispde de 260 m lineares de uma tela pré-moldada. Qual deve ser a medida de corte da tela de

modo a construir os cercados, cujas arestas sao nimeros inteiros?

Solucio:

Escrevendo 260 de forma conveniente, temos: 260 = 10 - 26 = (32 + 12)(5% + 12).
Como: x% + y% = (x + yi)(x — yi), podemos escrever que:
(B+0)(5+1)=15+3i+5i—1=14+8i
{(32+12)=(3+i)(3—i) R B+)G-i)=15-3i+5i+1=16+2i
G*+15)=G+D)G-10) B-)G+i)=15+3i—5i—1=14-2i
(B-0)(5-i)=15-3i—5i—1=14— 8i

Descartando os valores negativos por se tratar de problema geométrico, temos que as arestas dos quadrados

260 = (162 + 22)

podem ser: 16 m e 2 m, ou ainda I4m e 8m, pois, {260 — (147 + 82

ta assustado, mas gostou, que eu sei...

6.4 Aprendendo

1. Determine o valor de a para que o produto z; - z, seja imaginario puro, dado que:
Zy=2+4+aiez, =3+1

Resolugdo

2. Sabendo-se que z = 4 + 2i, determine z — 3Z.

Resolugao




3. Localize no plano cartesiano os nimeros complexos:
a)z, =2+ 2i b)z, = -2+ 2i C)z3 =—2-—2i d) z, =2-12i
e) localizados os complexos z4, Z5, z3 € Z, no plano cartesiano, o que vocé observa?

Resolugao

4. Determine o médulo, o argumento principal e a forma trigonométrica de z, dado que: z = —3+v/3 + 3i

Resolugao

5 Sintese da Unidade

Nesta Unidade, estudamos o que sdo os niumeros complexos. Vimos a motivagdo para sua criagdo, alguns dos
personagens envolvidos, o periodo em que essas ideias floresceram, além das opera¢des envolvendo tais
nimeros e, principalmente, percebemos que o conjunto dos nimeros complexos contém o conjunto dos
nimeros reais, estabelecendo um corpo numérico que nos permite, uma vez modelado matematicamente um
problema, buscar sua solugdo sem que tenhamos as limitagdes impostas pelo conjunto dos numeros reais.
Finda essa Unidade, findamos também nossa disciplina. Lembre-se de que todos os assuntos aqui abordados
serdo de extrema importancia no acompanhamento, compreensdo e sedimentagdo dos conteudos a serem
abordados em Cdlculo Diferencial e Integral, além de ferramentas basicas para as demais disciplinas de seu
curso.

Agora ¢ com voce!

6.6 Para Saber Mais

Livros: Biblioteca Pearson / SIBI UNITAU

Molter. Trigonometria ¢ Nimeros Complexos com aplica¢des. Capitulo 4
https://plataforma.bvirtual.com.br/Acervo/Publicacao/181781

Goes. Numeros complexos e Equacdes Algébricas. Capitulo 3
https://plataforma.bvirtual.com.br/Acervo/Publicacao/31408



Bosquilha. Manual Compacto de Matematica - Ensino Médio. Capitulo 13
https://plataforma.bvirtual.com.br/Acervo/Publicacao/182306

Videos:

Animagao abordando os nimeros complexos pelo matematico Adrien Douady (1935 - 2006):

disponivel em: https://youtu.be/T-c8hvMXENo

Filme produzido e legendado e sob os direitos da Creative Commons, com a organizagdo dos autores Jos Leys,
Etienne Ghys e Aurélien. Sdo videos sob licenca de Creative Commons, com tradugdo em varios idiomas,
bastando selecionar em “legendas” a de sua preferéncia, logo no inicio da animagao. Site com mais animagoes

fantésticas sobre matematica: http://www.dimensions-math.org

6.7 Praticando

1. Determine a forma algébrica dos nlimeros complexos zy, Z, Z3, Z4representados no plano cartesiano.

2. Qual a forma polar ou trigonométrica dos complexos 7y, Z,, Z3, Z,, Zsrepresentados no plano cartesiano?

6
4

3z =(02)  z=(:3)
.

oz, =(-LD
o

3. Escreva a forma algébrica dos nimeros complexos:
T . T 3w . 3 .
a)z, = 2(cos - tisen g) b)z, = cos— +isen— ¢) z3 = 5(cos 0 + isen0)

4. Faca a representacdo grafica de todos os numeros complexos de médulo igual a dois.

5. Dado que z = 1 + 2idetermine o complexo w, inverso multiplicativo de z.

6. Sendo: z; = 2 + 5i e z, = 1 + 2i, determine o complexo w, de modo que w = 2—2
1

7. Encontre o complexo z de modo que: Z + 2zi — 1 = 2.
8. Determine x, x € R, de modo que o nimero complexo (x? — 25) + (x — 5)i seja imaginario puro.

9. Dados z; = 2 + ie z, = 1 — 2i, determine o valor da soma de seus inversos.



Resolugao

10. Calcule (1 + i)*°
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