UNIVERSIDADE DE TAUBATE
Daniel Carlos Reis

MODELAGEM, SIMULACAO E CONTROLE DE UM
PENDULO DUPLO INVERTIDO

Taubate — SP
2017



Daniel Carlos Reis

MODELAGEM, SIMULACAO E CONTROLE DE UM
PENDULO DUPLO INVERTIDO

Dissertacao apresentada para obtencdo do Titulo
de Mestre pelo Curso de Poés-Graduagdo do
Departamento de Engenharia Mecénica da
Universidade de Taubaté.

Area de concentragao: Automacgao.
ORIENTADOR: Prof. Dr. Jodo Bosco Gongalves.

Taubaté — SP
2017



Reis, Daniel C.

Modelagem, Simulacéo e Controle de um Péndulo Duplo Invertido / Daniel Carlos
Reis — 2017.
411, :il.

Dissertacao (Mestrado) — Universidade de Taubaté, Departamento de Engenharia
Mecénica, 2017.
Orientacao: Prof. Dr. Jodo Bosco Gongalves, Departamento de Engenharia Mecéanica.

1. Péndulo duplo invertido. 2. Automacado. 3. Modelagem. 4. Simulacdo. 5. Controle.
l. Titulo




DANIEL CARLOS REIS

MODELAGEM, SIMULAGCAO E CONTROLE DE UM PENDULO DUPLO
INVERTIDO

Dissertacao apresentada para obtengao do Titulo
de Mestre pelo Curso de Poés-Graduacdo do
Departamento de Engenharia Mecénica da
Universidade de Taubaté.

Area de Concentracao: Automacao

Data: / /

Resultado:

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Jo&o Bosco Gongalves Universidade de Taubaté
Assinatura
Prof. Dr. Alvaro Manoel de Souza Soares Universidade de Taubaté
Assinatura
Prof. Dr. Giuliani Paulineli Garbi Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais

Assinatura




Dedico este trabalho a minha familia, minha esposa Bruna Bonelli Valério
Reis, pelo incentivo e apoio incondicional durante a realizagdo desse curso de
Mestrado e em especial ao meu filho Diego Bonelli Valério Reis pelo exemplo de vida
que me proporciona todos os dias devido a sua paralisia cerebral.



AGRADECIMENTOS

Ao professor Jodo Bosco Gongalves, pelas horas de estudo, pela paciéncia,
competéncia e comprometimento nas orientagdes passadas a mim com um Unico
propésito; produzir um étimo trabalho.

A minha mae Angélica Fortes dos Reis que sempre me motivou, mesmo nos
momentos de desanimo e desmotivacao.

Ao amigo Renato Coelho Guanieri Leite pelo apoio nas aulas, nos momentos de
estudo e pelos cafés preparados carinhosamente por sua mae, dona Aurora.

Ao amigo Alexandre Antonio Rosa por sua contribui¢do intelectual.

Ao professor Evandro Luis Nohara por permitir que fosse estendido o prazo desse
eminente curso, devido a problemas particulares.

Aos professores Giuliani P. Garbi e Alvaro M. de S. Soares pelas sugestdes dadas em
relacédo a elaboracéao, estruturacao e escrita dessa dissertacéao.

A Universidade de Taubaté pelo empenho dos professores e funcionarios no intuito
de engrandecer cada vez a instituicao e pelo fornecimento de suportes (laboratérios,
livros, etc.) para a elaboracéo desse trabalho.

A todos que contribuiram de forma direta ou indireta na escrita dessa dissertacao.
Por fim, a Deus que me deu saude, for¢a e perseverancga para ir até o fim.



“Superar o facil ndo tem mérito, é obrigagao;
vencer o dificil € glorificante; ultrapassar o
outrora impossivel é esplendoroso”.

Alexandre Fonteles



RESUMO

Esse trabalho tem o propédsito de modelar matematicamente, simular e
controlar um péndulo duplo invertido. Para a modelagem foi empregado o Método de
Lagrange, que permite a obtengao das equacdes diferenciais ordinarias de 22 ordem
nao lineares caracteristicas do sistema, estas descrevem o movimento do péndulo
duplo invertido considerando a variacao angular, temporal e a posicdo do péndulo
duplo invertido em relagédo aos eixos coordenados (abscissas e ordenadas). O sistema
de controle em malha fechada, foi implementado por meio do software MATLAB® e
da ferramenta SIMULINK®, que permite analisar o movimento do péndulo duplo
invertido e a acao de controle proposta. Levando em consideracao os resultados
graficos e numéricos obtidos, foi possivel a construgdo de um sistema de controle
MIMO utilizando a Teoria de Controle Moderno, esse sistema devera agir no intuito de
manter péndulo duplo invertido alinhado, e na posicao vertical para cima. Os
resultados indicam a possibilidade de manter na vertical o pendulo duplo invertido,

aplicando uma acao de controle associada a primeira articulagéo.

Palavras-chaves: 1. Péndulo duplo invertido. 2. Automacao. 3. Modelagem.
4. Simulacao. 5. Controle.



ABSTRACT

This work has the purpose of mathematically modeling, simulating and
controlling an inverted double pendulum. For the modeling, the Lagrangian Method
was used to obtain the nonlinear second order ordinary differential equations of the
system, which describe the movement of the inverted double pendulum considering
the angular, temporal variation and the position of the inverted double pendulum in
relation Coordinate (abscissas and ordinate) axes. The closed-loop control system was
implemented through MATLAB® software and the SIMULINK® tool, which allows the
analysis of the movement of the inverted double pendulum and the proposed control
action. Taking into consideration the graphical and numerical results obtained, it was
possible to construct a MIMO control system using the Modern Control Theory, this
system should act in order to maintain inverted double pendulum aligned, and vertical
upwards. The results indicate the possibility of maintaining the inverted double
pendulum vertically, applying a control action associated to the first joint.

Keywords: 1. Double inverted pendulum. 2. Automation. 3. Modeling.
4. Simulation. 5. Control.



SUMARIO

(OF=To 1 (0] [o T Bl [ ] 10 o 18 o= Lo J RPN 14
1.1 = PENAUIO SIMPIES....cco i 14
1.2 — Péndulo invertido e suas apliCagies. ........cuureeireeieerieee e 15
1.3 —Formulagao do problema............coooiiiiiii e 16
1.4 —MeEtodo de Lagrange........ueeeee it 17
1.5 — Metodologia cientifica e de implementagao.............cceeeeeeiiiiiiiiciiiiiieenes 17
1.6 — Motivacao desse trabalho...........ccccciiiiiiiii s 18
1.7 — Objetivos gerais € eSPeCifiCOS......uuiiiiiiiiiiiiiiie et 18
Capitulo 2 — Revisao bibiografiCa...........ccuuieiiiiiiiiiee e 19
Capitulo 3 — Modelagem matematica do péndulo duplo invertido............cccceeveeeenneee. 23

3.1 — Determinagdo das energias cinética e potencial para o péndulo duplo

1177 1T Lo 24
3.2 — Determinagéo do modelo para o péndulo duplo invertido...................... 27
Capitulo 4 — Simulagao do péndulo invertido duplo............coooeieeeiiiiiiiiiieeeeeeeeee e 28
4.1 — Simulagéo das equacdes de MoVIMENtO.......ceeveveeieieccei e 28
Capitulo 5 — Discussao sobre os resultados modelados e simulados..............cccc........ 30
Capitulo 6 — Elaboragao do sistema de controle do péndulo duplo invertido............... 33
6.1 — Modelagem no espacgo de eStadoS.......cuuvvveeeeeeeeieeii e 33

6.2 — Discusséo dos resultados obtidos na implementagéo e simulagdo do
modelo para o péndulo duplo invertido no espaco de estados........................ 37
Capitulo 7 — CONCIUSAO.......ccee et eeeeeaaaaaaeeeeas 39

Referéncias Bibliogafias. ........ooeeeieiiiiiiee 40



LISTA DE FIGURAS

Figura 1.1 — RelOGIO CUCO....ciii it e e 14
Figura 1.2 — Péndulo de FOUCAUIL.............ooiiiiii i 15
Figura 1.3 — Veiculo de transporte Segway..........ocueeieaieiiiiiiiee e 15
Figura 1.4 — Veiculo langador de foguetes........oocuuiiiiiiiiiiiiii e 16
Figura 3.1 — Processo de modelagem matematiCa..........cccueeeeeeieiiiiiiiieiee e 23
Figura 3.2 — Representacdo fisica do péndulo duplo invertido............cccoceevieeieinnenn. 24
Figura 4.1 — Diagrama de DIOCOS. ......cooiiiiiiiiii e 29
Figura 5.1 — Gréfico da variagdo angular do péndulo duplo em funcdo do
L5 10 0o TP 30
Figura 5.2 — Grafico da posigao cartesiana do péndulo duplo...........cccceeeeiiiiiiieeennnee 30

Figura 6.1 — Diagrama de blocos que representa o projeto do controlador do péndulo
(o (8] ] (o JNT 01771 g 1T Lo P 37

Figura 6.2 — Gréfico das variaveis de estado do péndulo em fungéo do tempo............ 38



LISTA DE TABELAS

Tabela 3.1 — Parametros do péndulo duplo invertido............cccceviiiiieiiieeiniieeeeeeee 25

Tabela 4.1 — Valores atribuidos aos parametros do péndulo duplo invertido............ 28



LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

UNITAU. oo e Universidade de Taubaté
MATLAB . . e e e e e e e e e e ee e aae Matriz de Laboratério
1AL AT 2 TR world wide web
EDO. . Equacéo Diferencial Ordinaria
011 J PP TP RRPT ST protocélo de transferéncia de hipertexto

MIMO ... e Multiplas Entradas e Multiplas Saidas



14

CAPITULO 1 - INTRODUCAO

Esse capitulo faz introdugdo do contexto histérico do péndulo simples, das
aplicagdes do péndulo invertido na engenharia, da metodologia utilizada, da
motivacao e dos objetivos desse trabalho.

1.1 — Péndulo simples

O péndulo simples tem como caracteristica, uma haste que sempre estara na
vertical, apontando para baixo devido a Forga Peso.

Durante anos, matematicos e fisicos vém estudando as aplicacées do péndulo
simples em diversas areas da mecanica classica e no dia-a-dia (BOYER, 1974).
Galileu Galilei, em meados do ano de 1600, prop6s o uso de péndulos simples em
reldégios, o péndulo simples movimentava as engrenagens do reldgio, fazendo com

que ele funcionasse, famoso Reldgio Cuco (Fig. 1.1).

Figura 1.1 — Relégio Cuco
Fonte: http://www.eusoucurioso.com

O francés Jean Foucault em 1851 construiu um péndulo simples que era
composto por um fio de 67 metros de comprimento e por uma esfera de 30 kg,
denominado Péndulo de Foucault (Fig. 1.2). A partir desse experimento Foucault

conseguiu constatar a existéncia do movimento de rotagdo da Terra.
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Figura 1.2 — Péndulo de Foucault
Fonte: http://obaricentrodamente.blogspot.com.br

1.2 — Péndulo invertido e suas aplicacoes

O péndulo invertido segue 0 mesmo padrdao do péndulo simples, mas na
posicao vertical voltado para cima e sua utilizagdo € muito comum nas areas de
robodtica, automacgéo, etc (OGATA, 2010).

O conceito fisico do péndulo invertido € aplicado diretamente em veiculos
automotores, tais como o veiculo de transporte individual chamado Segway (Fig. 1.3),
veiculos lancadores de foguetes (Fig. 1.4), celulares, em bragos robdticos, entre

outras.

Figura 1.3 — Veiculo de transporte Segway
Fonte: www.segway.com
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Figura 1.4 — Veiculo langador de foguetes
Fonte: https://spaceflightnow.com/pslv/c25/prelaunch/

1.3 — Formulacao do problema

O principal problema proposto nesse trabalho sera “colocar o péndulo duplo
invertido na posicao vertical, voltado para cima e manté-lo nessa posicao aplicando
um torque apenas na haste 1 (primeira articulacéo)”.

Apo6s todo processo de modelagem matematica (nao linear e linear),
simulacdo e implementacao do projeto de controle desse péndulo, sera necessario a
analise de todos os resultados obtidos nas modelagens e simulacdes feitas, desde as
equagdes nao lineares até as lineares. Assim feitas essas verificagées, pode-se
resolver o problema proposto por esse trabalho.
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1.4 — Método de Lagrange

Esse método fundamenta-se na analise da energia cinética e potencial do
sistema em um campo de forcas, onde a energia cinética € uma grandeza escalar
associada a um corpo em movimento e a energia potencial gravitacional esta
associada a posicdo de um corpo no campo gravitacional da Terra (CARRON;
GUIMARAES, 1997). Admitindo esse campo de forcas inicialmente conservativo, em
funcéo dos seus graus de liberdade, no caso do péndulo duplo invertido, 2 graus de
liberdade. Essa € uma das vantagens da utilizacao do Lagrangiano na definicdo do
modelo dinamico de sistemas de elevados graus de liberdade, ja que por meio dessa
abordagem, pode-se entdo eliminar a acao das for¢as de vinculo inerentes ao sistema
fisico e entao simplificar a anadlise matematica do problema (TIPLER, 2006).

Para a aplicagdo do Lagrangiano em um sistema real, deve-se considerar
além das forcas externas aplicadas, também a acdo das forgcas de dissipacdo de
energia (sistemas fisicos reais dissipam energia). Sendo assim, nesse caso, surge
uma parcela dita ndo conservativa, referente as forcas dissipativas, nas expressdes
analiticas e dinamicas do sistema (TIPLER, 2006).

Para um sistema conservativo é possivel escrever uma fung¢do da posicéo e
da velocidade de uma particula, denominada energia mecéanica, em que se conserva
durante todo o movimento (HALLIDAY; RESNICK; WALKER, 1996).

1.5 — Metodologia cientifica e de implementacao

A partir das equacgbes de movimento obtidas na aplicacdo do Lagrangiano,
pode-se implementa-las utilizando o software MATLAB/SIMULINK®, assim obtendo
resultados graficos e numéricos que serao relevantes na construcao do sistema de
controle.

A elaboracgéo do sistema de controle MIMO do péndulo invertido duplo utilizara
a Teoria de Controle Moderno com realimentacdo (malha fechada) e sua
implementagao dar-se-4 a partir do software MATLAB®, levando em consideragao a
analise e do ajuste dos parametros de um compensador, podera manter-se o péndulo
alinhado na vertical e voltado para cima (OGATA, 2010).

1.6 — Motivacao desse trabalho
Muitos acontecimentos naturais tais como, o simples fato de abrir uma porta,

locomover-se, realizar algo de forma auténoma (robds, bragcos robdbticos, etc.),
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acabam sendo desafios interessantes e motivadores para 0s engenheiros,
matematicos, fisicos e estudiosos que procuram uma maneira pratica de realizar
essas atividades corriqueiras, e elaboram sistemas “complexos” que realizam essas
atividades sem o auxilio de um ser humano (sistemas auténomos). Desse modo, para
a elaboragédo desses sistemas é necessario o conhecimento em modelagem
matematica e manipulacdo de softwares especializados em implementacdo e
visualizagdo grafica. Assim, nosso objeto de estudo, o péndulo duplo invertido, é
comumente utilizado em bragos robéticos, mas para ser elaborado requer de muito
esforco e dedicagcédo. Todos o0s passos para a modelagem matematica, simulacdo e
controle serdo descritos de maneira didatica e de facil entendimento a todos os
simpatizantes por esse assunto, que cada vez mais é difundido pelo mundo

académico.

1.7 — Objetivos gerais e especificos

O objetivo geral deste trabalho sera a elaboracao de um sistema de controle
que seja capaz de manter o péndulo duplo invertido alinhado na vertical e voltado para
cima, utilizando-se da Teoria de Controle Moderno.

Os objetivos especificos sao:

o Elaborar um modelo matematico, utilizando-se do Método de Lagrange,
modelo esse que fornecera as equagdes de movimento do péndulo.

o Implementar e simular as equacdes de movimento do péndulo com o
auxilio do software MATLAB/SIMULINK®.

o Interpretar os resultados numéricos e graficos obtidos, pois a partir
dessa andlise, podera ser projetado o sistema de controle capaz de atender aos
problemas encontrados.

J Construir um sistema de controle, utilizando o software MATLAB®, que
seja capaz de manter o péndulo alinhado na vertical e voltado para cima.
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CAPITULO 2 — REVISAO BIBLIOGRAFICA

Para elaboragcdo desse trabalho foram analisados alguns artigos que tratam
de maneiras distintas o problema do péndulo invertido. Abaixo, serdo apresentados

0S seus respectivos resumos:

No trabalho intitulado “Dindmica Nao Linear do Péndulo Invertido”, MAHLER
e SANTOS, 2011, desenvolveram a modelagem matematica, simulacao e um sistema
de controle com intuito de simular a dindmica néo linear do péndulo, utilizando malhas
(malha fechada) de controle do tipo LQR (Linear Quadratic Regulator). Sabendo que
o controle em malha aberta ndo possui um resultado tdo satisfatério para este
problema, a utilizagdo do sistema de controle LQR poderd fornecer dados mais
eficientes. Assim os resultados obtidos nesse estudo indicam uma boa resposta a
partir da utilizacdo do sistema proposto, ou seja, em situacdes de instabilidade. A
utilizac&o do sistema LQR propds resultados significativos, devido a retroalimentagéo,
sendo assim, estabilizando o péndulo invertido.

No trabalho intitulado “Projeto e Implementacdo do Sistema de Controle de
um Péndulo Invertido utilizando o Método do Lugar das Raizes”, BUZETTI et al, 2012,
propuseram o controle do péndulo invertido (Quanser) alocado acima de um carro, a
partir do Método do Lugar das Raizes (Root Locus), os autores evidenciam que esse
método é pouco usado nesse tipo problema. As equagdes de movimento desse
péndulo serado utilizadas nas formas linearizadas e néo linearizadas, pois servirdo para
o emprego do Método do Lugar das Raizes (linearizadas) e também ser&o utilizadas
na implementacdo no software MATLAB/SIMULINK® (n&o linearizadas). Apos a
analise em laboratério, e feita as comparacdes entre graficos de referéncia, observa-
se que o modelo matematico linearizado é ainda valido e demonstra um resultado
satisfatério do sistema controlado.

No trabalho intitulado “Controle de um Péndulo Invertido utilizando o Modelo
Fuzzi Takagi-Sugeno”, TAVARES et al, 2006, propuseram o controle de um péndulo
invertido (Quanser), a partir do modelo Fuzzi TS. As equacdes de movimento do
péndulo invertido serdo linearizadas, pois € conveniente para a aplicacdo desse
método. O modelo Fuzzi TS tem como caracteristica a descrigcdo das dindmicas locais

de cada implicacdo fuzzy (regra) por um modelo de sistema linear. Ao analisar 0s
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resultados numéricos, observa-se a instabilidade em malha aberta, mas em malha
fechada o sistema se torna estavel, logo, sendo limitado quantitativamente para
pequenos deslocamentos angulares da haste do péndulo.

No trabalho intitulado “Posicionamento de um Péndulo Invertido usando
Algoritmos Genéticos”, CAVALCANTI; ALSINA e FERNEDA, 1999, mostraram o
controle de um péndulo invertido, inicialmente a partir de um Sistema de Controle
Inteligente (SCI), mas devido a frequente falha no posicionamento do péndulo
invertido, foi desenvolvido o Sistema de Controle Inteligente Evolucionéario (SCIE),
esse controlador deve ser capaz de distribuir as tarefas de decisdo entre um conjunto
de executores de tarefas, utilizando intensivamente os computadores disponiveis para
inferir o estado atual do sistema e detectar mudancas no seu estado interno e na sua
circunvizinhanca. Observa-se que o SCIE consegue manter o péndulo invertido
estavel, mesmo falhando em algumas tentativas.

No trabalho intitulado “Controle Fuzzy para Posicionamento de um Péndulo
Invertido”, FILHO et al, 2013, visam apresentar o projeto de um controlador fuzzy para
o sistema do péndulo invertido sobre um carro que reaja a perturbagdes de forma
rapida. O péndulo invertido se destaca, nao s6 por suas diversas aplicagdes, como
controle da atitude de satélites ou a trajetéria de foguetes e misseis, mas por ser um
sistema inerentemente instavel, sendo ndo-linear e multivariavel, propés-se o controle
da posicao angular do péndulo por meio da légica fuzzy, com a permanéncia deste na
posicao vertical e com reacao rapida e satisfatéria a perturbacoées externas. Foi
utilizado o software MATLAB/SIMULINK® na simulagdo e controle desse péndulo.
Sendo assim, a partir dos resultados, pode-se concluir que os controladores utilizados
sdo de grande interesse, pois minimizam o esforco humano na elaboracdo dos
mesmos, por obterem resultados satisfatérios e por serem estruturas que nao
apresentam necessidade do modelo do processo.

No trabalho intitulado “Construcdo, Modelagem e Controle de um Péndulo
Invertido com CLP e Software SCADA”, SILVA, 2013, introduziram um modelo
matematico linearizado do sistema elaborado em laboratério. Apds a obtengédo da
resposta em frequéncia, foram determinadas as fungdes de transferéncia do sistema.
Em seguida, foram projetados controladores, considerando o vetor de estado
disponivel, utilizando-se técnica de realimentacdo dos estados. Ao terminarem a
simulacao, do sistema controlado no software MATLAB®, este foi implementado em
um Controlador Légico Programavel (CLP) e utilizado um software SCADA. A
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avaliagdo para busca das referéncias senoidal e degrau foram consistentes,
apresentando resultados satisfatérios nos controladores simulados no software
MATLAB® e também implementado no CLP, mantendo-se a haste equilibrada e
seguindo a referéncia estabelecida para o carro no protétipo desenvolvido e o
controlador utilizado apresentou um bom desempenho.

No trabalho intitulado “Dindmica N&o-Linear de um Sistema Mono-Pendular
Invertido”, MARQUES, 2013, obteve modelos matematicos que serviram de
referéncia, para que se possa efetuar os estudos relacionados aos efeitos nao-
lineares presentes no comportamento dindmico envolvido na perfuragéo de petroleo,
executada por navios perfuradores. A investigacdo do problema, em questao,
realizou-se por meio de simulacées numérico- computacionais, fazendo-se uso do
método Runge-Kutta de 42 ordem para a integracao numérica direta das equacoes de
movimento dos sistemas, aproximando suas solu¢des. Admitindo-se que o controle
aplicado nas possiveis irregularidades associadas ao movimento do sistema € do tipo
retroalimentacdo de ajuste de energia de oscilacdo, proposto anteriormente por
TERESHKO (2011) e dai adaptado ao modelo matematico, adotado. Analisando-se
os resultados, pode-se concluir que o controle proposto por TERESHKO (2011), foi
bem aplicado, havendo levado o sistema as Orbitas periédicas harmoénicas e
controlando o excesso de irregularidades apresentado inicialmente.

No trabalho intitulado “Dinamica e Controle de Caos de uma Sistema Pendular
com Memoria de Forma”, COSTA, 2017, desenvolve um estudo sobre a dindmica e o
controle de um sistema mecanico pendular composto por elementos de liga com
memdéria de forma (SMA). A dindmica do sistema é modelada assumindo que o
comportamento termomecanico da SMA €& descrito por meio de um modelo
constitutivo polinomial dependente da temperatura. Apresenta-se uma investigacao
numérica do sistema, mostrando comportamentos como 6érbitas periddicas de
periodos variados, coexisténcia de multiplas érbitas, caos transiente e caos. Todos os
comportamentos sdo comprovados pelo céalculo dos expoentes de Lyapunov. A
técnica de realimentacdo com estados defasados estendidos € aplicada para o
controle do sistema, considerando-se dois tipos de controladores: mecéanico e térmico.
Sao realizadas comparacgbes entre o controlador térmico e mecanico, identificando
suas diferengas, como maior consumo de energia as possiveis aplicagdes possuem
um grande leque como em sistemas de coleta de energia, sistema de controle de
baixo consumo energético, coleta de energia termal por meio do SMA, dentre outros
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aspectos. Também se abre a possibilidade da combina¢ao dos atuadores, térmico e
mecanico, e a analise sobre melhores estratégias de atuacdo para um menor
consumo de energia.

A partir da analise dos artigos, percebe-se que o problema do péndulo
invertido pode ser resolvido de varias maneiras, mas em todos eles ficou explicito que
o controle do péndulo deve ser feito em malha fechada, ou seja, com a realimentacao

do sistema.
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CAPITULO 3 - MODELAGEM MATEMATICA DO PENDULO DUPLO
INVERTIDO

Nesse capitulo sera mostrado o processo de modelagem matematica do
péndulo duplo invertido, utilizando-se o Método de Lagrange. Desse modo, € para a
simulacdo desse modelo, sera utilizado o software MATLAB® e a ferramenta
SIMULINK®.

O processo de modelagem matematica dar-se-a a partir do fluxograma a

seqguir:

Determinagéao dos componentes
de posicao dos eixos das
abscissas e ordenadas

Determinagéao da componente
de velocidade do eixo das
abscissas e ordenadas

Determinacao das energias
cinética e potencial dos eixos
das abscissas e ordenadas

Determinagao Lagrangiano
posicao dos eixos das
abscissas e ordenadas

Resolugao das equacgbes de
Lagrange

Obtencgao das equacgoes
diferenciais de 22 ordem nao
lineares

Figura 3.1 — Processo de modelagem matematica
Fonte: Elaborada pelo préprio autor
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3.1 — Determinacdo das energias cinética e potencial para o péndulo duplo

invertido
A modelagem matematica do péndulo duplo invertido utiliza como base a
ilustragéo da Fig. 3.2. Nessa figura ha duas hastes de comprimentos ¢, e ¢,

pivoteadas uma na base, onde se encontra um sistema de coordenadas inercial, e
entre si, se encontra um sistema de coordenadas no ponto de pivoteamento. As
variaveis 0,(t), medido em relagéo ao eixo vertical, e 0,(t), medido em relagdo ao
prolongamento da haste 1, permitem descrever o movimento angular das hastes 1 e
2, respectivamente. Considera-se a aplicagéo dos torques T, e T, nos pontos de
pivoteamento, conforme ilustra a referida figura. Além disso, considera também, o
efeito de amortecimento viscoso, cujo valor foi arbitrado nos pontos de pivd e para o
efeito de resisténcia do ar imposto ao movimento das hastes.

y4

\
I 4

Figura 3.2 — Representacao fisica do péndulo duplo invertido
Fonte: Elaborada pelo préprio autor
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A Tab. 3.1 fornece os parametros propostos para a modelagem matematica

do péndulo duplo invertido representado na Fig. 3.2.

Tabela 3.1 — Parametros do péndulo duplo invertido

Simbologia Descrigao

m, massa da haste 1
m, massa da haste 2

l, comprimento da haste 1

l, comprimento da haste 2

L, momento de inércia na extremidade da haste 1

1, momento de inércia na extremidade da haste 2

B, coeficiente de amortecimento da haste 1

B, coeficiente de amortecimento da haste 2

0, angulo (em graus) formado entre o eixo vertical e a haste 1
0, angulo (em graus) formado entre haste 1 e a haste 2
T, torque aplicado na haste 1 (12 grau de liberdade)

T, torque aplicado na haste 2 (2° grau de liberdade)

g aceleracao da gravidade

Fonte: Elaborada pelo préprio autor

Sejam as equacgdes,

mv?2

2
P =mgh (2)

K= (1)

a energia cinética (K) e a energia potencial gravitacional (P), respectivamente, do
sistema.
Consideremos o Lagrangiano (L), definido por:

5{691—8—L+83T @)
dtl 50.) 9 50,

Onde:

L—K-P (4)

O Lagrangiano tem as mesmas dimensdes da energia, ou seja, no Sistema
Internacional de Unidades (SI) sua unidade de medida é o joule (J).
A partir da Fig. 3.2, pode-se determinar os componentes de posicdo em

relacdo aos eixos coordenados e suas respectivas velocidade. E importante observar
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que as derivadas sdo implicitas (NAGLE; SAFF; SNIDER, 2012), pois os angulos 6,
e 0, dependem do tempo.

Assim, para a haste 1, tem-se:
X, = £,sin®, (5)
y, ={,cosb, (6)

Sabendo que a velocidade é derivada da posi¢cdo em relagdao tempo, tem-se:

X, ={,Cos0, -0, (7)
y, =—(,sing, -0, (8)
As energias, cinética e potencial, sdao determinadas como seguem,

respectivamente:

L] 2 L] 2
m1(x1) m1[y1] | 9.

K, = + + 1 9
1 5 5 5 (9)
P, =m, g/, cos®, (10)

De maneira similar a haste 1, para a segunda haste, as energias cinéticas e
potencial sdo dadas por:
X, =£,8in(0, +6,) (11)
y, =¢,cos(0, +06,) (12)

Sabendo que a velocidade é derivada da posicdo em relagdo tempo, tem-se:

X, = £,c08(0, +0,)-(6,+6,) (13)
Yo =—l,sin(0, +6,)-(6,+6,) (14)
As energias, cinética e potencial, sdao determinadas como seguem,

respectivamente:

L] 2 ) 2
mz(xzj mz(yzj | 9.

K, = + 422 15
2 5 5 5 (15)
P, =m,g¢,cos(6,+6,) (16)

Nesse trabalho, considera-se que as energias dissipadas em cada articulagéao
comportam-se como um amortecimento viscoso, sendo regidas por:

1. 22 1_ *2
R=_B, 0+ B, 0 (17)
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3.2 — Determinacao do modelo para o péndulo duplo invertido

Considerando o primeiro grau de liberdade do referido sistema fisico,
substituindo as Eqgs. (9) e (10) na Eq. (4), cujo resultado e a Eq. (17) na Eq. (3), e
resolvendo a Eq. (3) resultante, obtém-se:

(mﬁ +I1)é.1—m1g£1 sing, =T, (18)

De forma similar, considerando o segundo grau de liberdade do referido
sistema fisico, substituindo as Egs. (15) e (16) na Eq. (4), cujo resultado e a Eq. (17)
na Eq. (3), e resolvendo a Eq. (3) resultante, obtém-se:

(M, 2 +1,)T, + m,gt, sino,)

(mzﬂi + Iz)ez— m,g/, sin(0, +0,)+ el

=T, (19)
Para representar as Eqgs. (18) e (19) a partir de diagramas de blocos,

necessita-se de isolar as derivadas de maior ordem, resultando:

o T,-T, +gm¢,sind, B,
1 l, +m,¢2 l, +m, (3

(20)

o T, +gm,/, sin(6, +0,) N T,-T,-gm/,sind,  B,6, N B, 6,
? l, +m,¢2 l, +m,¢? l, +my2 1, +m, /2

(21)

As equagbes obtidas acima sdo de suma importancia para a analise do
comportamento do péndulo duplo invertido, e fornecerdo informagdes importantes
para a elaboracéo do sistema de controle.

Para a verificacao dos resultados obtidos das equacgdes acima, utilizou-se o
software wxMaxima, este € uma ferramenta que auxilia na manipulacao algébrica e

na resolucdo das derivadas, garantindo a veracidade dos resultados.
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CAPITULO 4 — SIMULACAO DO PENDULO DUPLO INVERTIDO

Considerando as equacdes de movimento do péndulo obtidas no capitulo
anterior, seré feita a implementacao no software MATLAB/SIMULINK®, que fornecera

os resultados numéricos e graficos desse modelo.
4.1 — Simulacao das equacoes de movimento
Em conformidade com a Fig. 3.2, a Tab. 4.1 fornece os parametros arbitrarios

do péndulo duplo invertido que seréo utilizados para a simulagao.

Tabela 4.1 — Valores atribuidos aos parametros do péndulo duplo invertido

Simbologia Valor Unidade (SI)
m,=m, =m 0,01632 kg
by=L,=1 0,5 m
L, =1, 0 kg - m?
B, =B, =B 0,0019153 N-s-m™
g -10 m-s

Fonte: Elaborada pelo préprio autor

A Fig. 4.1 ilustra a implementagcdo em diagrama de blocos das Egs. (20) e
(21), utilizando o software MATLAB/SIMULINK®, assim permitindo resolver
numericamente o modelo e obter os graficos que ilustrardo o comportamento do
péndulo, devido a aplicagdo das entradas T, e T,, assinalando as posi¢bes das
hastes em relagc&o aos eixos coordenados. Foi considerado que T, =0 e |, =1, =0,
objetivando-se analisar o comportamento dindmico a partir de T, e considerando as
condicdes iniciais nulas.

Reescrevendo as Egs. (20) e (21) a partir das consideragdes feitas na Tab.

4.1, sobre os parametros do péndulo duplo invertido, obtém-se:

. 1 g B
e1:m_£2T1_m_f2T2 +ZS|n91—m—£291 (22)
o T g . T T g . B B -

0, =—2 +3sin(0, +0,) + —2 ———>—-=sin0, ——— 0,+— 0 23
2 me?2 v (0, +6,) me2 me2 o Y me2 Tt me? ! (23)
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> T

| _.,E_.-,m.m:, N
T R
B

Figura 4.1 — Diagrama de blocos que representa as Egs. (22) e (23)
Fonte: Elaborada pelo préprio autor

De acordo com o diagrama de blocos representado na Fig. 4.1, sera possivel
a resolugao gréafica e numérica do modelo mateméatico nao linear do péndulo duplo
invertido. Observa-se na Fig. 4.1 que para a simulacao dar-se-a a partir de um torque
na haste 1 e definido arbitrariamente como sendo uma fung¢éo seno.

No Cap. 5, serdo discutidos os resultados modelados e simulados obtidos, por
meio do diagrama de blocos (Fig. 4.1).
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CAPITULO 5 - DISCUSSAO SOBRE OS RESULTADOS MODELADOS
E SIMULADOS

A partir dos resultados obtidos do diagrama de blocos (Fig. 4.1), foram plotados
dois graficos. O grafico representado na Fig. 5.1 relaciona a variacao angular em
fungdo do tempo, enquanto o grafico Fig. 5.2 relaciona a posicao cartesiana do

péndulo duplo invertido em fun¢do dos angulos 6, e 0, .

10%
1 T T T T T T T T T
0 == \\ . = —_ i . — — 5. = - TN
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e
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R
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-
- I | ! | 1 | | I |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tempo (s)

Figura 5.1 — Gréfico da variagdo angular do péndulo duplo em fungédo do tempo
Fonte: Elaborada pelo préprio autor
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Fonte: Elaborada pelo préprio autor
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Nas figuras 5.1 e 5.2 estdo representadas com a cor vermelha a haste 1 e com
a cor azul a haste 2 do respectivo péndulo duplo invertido mostrado na Fig. 3.2.

Aplicando um torque na haste 1, sendo este definido arbitrariamente como
sendo uma fungao seno (Fig. 4.1) e analisando o gréfico (Fig. 5.1), percebe-se que a
variagao angular é maior para a haste 2 do que para a haste 1, devido ao fato da haste
2 sofrer a influéncia da forga produzida pela haste 1, e esta sofrera influéncia direta
do efeito da gravidade que fara com que ela se volte para baixo, e desse modo
fazendo o mesmo com a haste 1.

Pode-se constatar tal fato analisando o grafico (Fig. 5.2) que fornece dez
posi¢cdes do péndulo duplo invertido, referenciando suas posigdes no plano cartesiano
(abscissas e ordenadas). Também fica evidente a tendéncia do movimento pendular,
buscar um ponto de equilibrio de estabilidade natural, cujas hastes estariam
completamente alinhadas na vertical para baixo. A simulacdo demonstra que o
sistema em malha aberta tem um comportamento instdvel, uma vez que a
manutenc¢ao das hastes na posicao vertical para cima nao é natural para esse sistema,
fazendo com que as hastes fiquem girando em torno do ponto de pivoteamento da
base. Nota-se também, um movimento angular mais significativo da haste 2,
comparado com o da haste 1, cuja amplitude aumenta fortemente com o passar do
tempo, distinguindo-se por uma ordem de grandeza de 10* em poucos segundos (Fig.
5.1).

Ao analisar o grafico (Fig.5.2), tem-se a impressdo que as hastes tém
comprimentos diferentes, mas isso ocorre devido as suas inclinagdes, esse fato é
facilmente explicado pela “lei dos cossenos” que é dada por:
a®=b®+c®-2-b-c-cos@ (24)

Até o momento o péndulo esté livre, pois sofre apenas influéncia das forgas
naturais desse sistema (forcas conservativas). A analise realizada impde o projeto de
um sistema de controle para o movimento desse péndulo, com o objetivo de manté-lo
alinhado na posicao vertical e voltado para cima. Observa-se a necessidade de
projetar um sistema de controle classico MIMO que considere as influéncias mutuas
entre as hastes, uma vez que pequenos movimentos da haste 1 provocam grandes
variagées de movimentos na haste 2.

Observa-se também que a modelagem matematica do péndulo duplo invertido

requer conhecimento prévio em equacao diferencial ordinaria, ndo linear, e sua
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simulacdo necessita da manipulacdo do software MATLAB®, assim como, a
ferramenta SIMULINK®, pois possibilita a visualizagao grafica do sistema.

Apoés analisarmos os resultados e ao compararmos com outros métodos, fica
explicito que manipulacdo matematica € trivial em todos os outros, mas a analise
grafica pode ser feita de varias maneiras, tais como, variagdo angular, posi¢cdo do
péndulo, tempo do balanco, etc.

Ao analisar os graficos obtidos, fica aparente que ao aplicarmos um torque na
haste 1, a haste 2 comporta-se de maneira cadtica, pois ndo ha torque aplicado
diretamente sobre ela, logo, a elaboracdo do sistema de controle se dara sobre a
haste 1, primeiramente, com o intuito de compreender a sua influéncia sobre o
movimento da segunda haste. Basicamente, busca-se responder as seguintes
perguntas: Pode apenas o controle da haste 1 manter a haste 2 na vertical? Ou a
haste 2 caira sob o efeito da agéo da gravidade, mesmo estando a haste 1 mantida
na vertical por uma acéo de controle, e essa queda gerard movimento na haste 1

devido ao acoplamento fisico entre as hastes?
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CAPITULO 6 — ELABORACAO DO SISTEMA DE CONTROLE DO
PENDULO INVERTIDO DUPLO

Nesse capitulo sera elaborado o sistema de controle MIMO do péndulo
invertido duplo, utilizando a Teoria de Controle Moderno (também chamada de Teoria
de Controle no Espacgo de Estados). Esse sistema de controle sera elaborado com
realimentacao (malha fechada) e a partir da analise e do ajuste dos parametros de um
compensador. Assim, podera manter o péndulo alinhado na vertical e voltado para
cima (OGATA, 2010).

6.1 — Modelagem no espaco de estados
Para a elaborac&o do sistema de controle deve-se linearizar as Egs. (20) e
(21), admitindo que sin6 = 0, e utilizando os parametros da Tab. 4.1, tem-se:

o 1 1 g B

O = meZ ' me? T2 ty 0T m¢? o &9
. 2 1 g B B -

92 = mﬁz T2 — mﬁz T1 +z92 - mfz 92+W91 (26)

Ha também a necessidade de representar as Egs. (25) e (26) no espaco de
estados, admitindo as variaveis de estado a seguir:

X, =0, = X, =0, (27)
X, =0, = X, =0, (28)
Xy = 0 = x.3 = 61 (29)
X, = 9.2 = x.4 = 92 (30)

Substituindo as Egs. (27) e (28) na eq. (25), tem-se:
y B 1 1
X2 =9X1——X3 +WT1—WT2 (31)
Substituindo as Egs. (29) e (30) na eq. (26), tem-se:
g B B 1 2

Xe = e X4 T et T+ 2

T, (32)



Representando as Egs. (31) e (32) na forma matricial, tem-se:

0 O 1 0
0 0 0B 1
g
_12 0 -
A=l m¢?
0 9 B B
¢ me? m¢?
0 0
0 0
B_ 1 1
m¢? m¢?
1 2
m¢®  m/¢?
Utilizando a equacéao de Estados:
>.< = Ax +Bu

Admitindo-se que Acao de Controle representada por:
u=—-kx

Substituindo a eq. (35) na eq. (36), tem-se:
x = Ax — Bkx

Aplicando a Transformada de Laplace inversa, tem-se:
X(s)s = Ax(s) —Bkx(s)

Colocando o termo x(s) em evidéncia, tem-se:
(Is— A +BKk)x(s) =0

Admitindo as equacgdes matriciais:

s 00O
0 s 0O
Is =
0 0 s O
0 0 O s
K- k, k, k; Kk,
O 0 0 O
Admitindo-se:

det(lIs-A+Bk)=0

34

(41)

(42)
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Resolvendo a eq. (42), tem-se:

s* — 2450980k ,s° + 2450980k ,,s° +0,9389s° —115,057%,s% — 2450980k ,s° +
+2450980k s + 40,2204s% — 99189795k ,s + 49019608k s —115057%K S + (43)
+18,7774s - 99189795k, + 49019608k, + 400 =0

Para a determinacao dos polos (raizes do polinémio), tem-se:
(s? +26,0,5+ 0,7 - (8% + 28,0,8+ ©,°) =0 (44)

Para a determinacdo dos coeficientes &,, &,, o, € ®,, admitem-se as

equagoes:
£ = ‘n (MP) (45)
m° +/n*(M,)
arctg [“1;2}
o= (46)
T, -y1-87

Substituindo os valores de M, =10 e T,=13 as Egs. (45) e (46) e
resolvendo-as, obtém-se:
& =06
& =08
o, =5
o, =10
Substituindo os valores obtidos acima na eq. (44), tem-se:
s* +22s® +221s* +1000s +2500=0 (47)
Ilgualando-se as Eqgs. (43) e (47), tem-se:

2450980k, — 2450980k , = 22
2450980k, — 2450980k, —115057%, =18122

48
-115057%, + 49019608k, —99189765%, =1000 (48)
49019608k, —99189765, =2100
Representando a eq. (48) na forma matricial, tem-se:
0 0 2450980 -245,0980
W = 2450980 -2450980 -1150579 0 (49)
| -1150579 0 49019608 -99189765

49019608 -99189765 0 0



36

22

18122
we =| 1%t (50)
1000

2100
Para determinar o valor da matriz k, que resulte em um comportamento
adequado do péndulo duplo invertido, no caso, para manté-lo alinhado na vertical e
voltado para cima, admite-se a equagao matricial:
W .-k =W (51)
Isolando a matriz k, tem-se:
k=W".-W, (52)
Substituindo as Egs. (51) e (52) na eq. (54) e resolvendo-a, tem-se:

1,0016

2
K= 0,2833 (53)
—-0,0448

-0,1346
Utilizando-se dos valores obtidos na eq. (53), pode-se implementar o projeto
do sistema de controle desse péndulo duplo invertido.
Para a verificacdo dos resultados obtidos das equag¢des acima, utilizou-se o
software wxMaxima, este é uma ferramenta que auxilia na manipulagéo algébrica,

garantindo a veracidade dos resultados.
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6.2 — Discussao dos resultados obtidos na implementacao e simulacao do
modelo para o péndulo duplo invertido no espaco de estados

A implementagcdo do modelo no espago de estados dar-se-a a partir do
software MATLAB®, que resultara no projeto do controlador do péndulo duplo

invertido representado no diagrama de blocos a seguir:

Thi —j/

>—> —~{ : : || = ]
o . : > I » K >
u=h s OTH1 s

e

hets_controk

a
i

o2 T2 Seope

T2

T2y
gl
{2 g
ukx
OTH1
gl -
AmT2)

By

h 4

DTz

Figura 6.1 — Diagrama de blocos que representa o projeto do controlador do péndulo
duplo invertido
Fonte: Elaborada pelo préprio autor

Para a simulagéo do projeto do controlador do péndulo duplo, foram admitidas
as seguintes condicoes iniciais para as variaveis de estado:
0, =0,1rad (Theta 1)

0, =0,02 rad (Theta 2)
6: =03 rad/s (DTheta 1)

0, =06 rad/s (DTheta 2)

Levando em consideracéo que a rotacao do péndulo em torno dos pontos de
pivoteamento seja dado a partir do sentido horario (negativo), e sentido anti-horario
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(positivo), obtém-se o grafico (Fig. 6.2) que relaciona as variaveis de estado do
péndulo duplo em fungéo do tempo.

Controle no Espago de Estados
10
A ] I T

Theta 1

25 30 35 40 45 50

Theta 2

DTheta 1

DTheta 2

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tempo s

Figura 6.2 — Gréfico das variaveis de estado do péndulo em funcdo do tempo
Fonte: Elaborada pelo préprio autor

Analisando o grafico e admitindo que a haste 1 depende apenas das variaveis

de estado 6, e 61, enquanto a haste 2 dependerd de 6,, 6,, 01 e 02. Percebe-se que

a haste 1 ao movimentar no sentido horario, a haste 2 movimenta-se no sentido anti-
horario e vice-versa em aproximadamente todo o intervalo de 0 a 15 s, mas a partir
dai o sistema controle comecga a agir no intuito de estabilizar o movimento pendular e

fazer manutencao do péndulo duplo na posicao vertical para cima.



39

CAPITULO 7 — CONCLUSAO

Esse trabalho expds o0 assunto péndulo simples, péndulo invertido e algumas
de suas aplicagbes no dia a dia, pois € muito comum para a comunidade cientifica,
em especial a Engenharia Mecéanica — Automacao.

O foco dessa dissertacao foi o péndulo duplo invertido, mostrou-se todo o
processo de modelagem matematica (néo linear e linear), simulagcéao e finalmente o
projeto de controle desse péndulo. Assim para a elaboracao do projeto de controle
desse péndulo duplo invertido, foi necessario a analise de todos os resultados obtidos
nas modelagens e simulacdes feitas, desde as equacgdes nao lineares até as lineares.
Apos feitas essas andlises, pode-se resolver o problema proposto por esse trabalho;
colocar o péndulo duplo invertido na vertical, voltado para cima e manté-lo nessa
posicao, aplicando um torque apenas na haste 1.

Observa-se que o péndulo duplo invertido depende de um controle com
realimentacao, pois devido as forgas conservativas se voltard sempre baixo. Apds a
analise preliminar dos resultados obtidos sem realimentacéo, define que o projeto do
sistema de controle que devera agir no ponto de pivoteamento da haste 1. Aplicando
0 sistema de controle nesse ponto, percebe-se que o movimento pendular varia no
sentido horario e anti-horario durante algum tempo, porém em certo momento
estabiliza-se, pois, o0 sistema de controle consegue estabelecer a manutencao do
péndulo duplo invertido na vertical para cima.

Conclui-se que o péndulo duplo invertido possui uma instabilidade natural,
devido ao efeito da gravidade, no entanto ao aplicarmos o sistema de controle na
haste 1, consegue realizar o controle desse péndulo, mantendo-o na vertical e voltado
para cima.

A elaboracao de um sistema de controle atuante na haste 2 é uma proposicao
interessante para trabalhos futuros, pois pode-se utilizar os resultados obtidos nesse
trabalho para obtencédo de novos resultados.
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