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RESUMO

Arquibancadas de estadios de futebol, assim como a maioria das estruturas de
engenharia civil, estardo sempre sujeitas a a¢des tanto estaticas quanto dindmicas.
As acbdes dindmicas geradas pelas atividades humanas, apesar de serem acgdes de
menor magnitude que aquelas geradas, por exemplo, pelo peso proprio da estrutura,
terremotos, ventos, etc, podem causar efeitos indesejaveis a estrutura, além de
promoverem sensiveis desconfortos aos ocupantes. O objetivo deste trabalho é fazer
uma analise dinamica, predominantemente qualitativa, do comportamento de um
modelo estrutural simples de um trecho de arquibancada sob a acdo de um
carregamento causado pelos saltos sincronizados de pessoas ocupando esse espaco.
O método dos elementos finitos é usado para discretizar o modelo. O sistema de
equagdes de movimento resultante é integrado no tempo através do método de
Runge-Kutta de 4% ordem, empregando-se variaveis de estado. Os resultados
demonstram que os deslocamentos maximos devidos a acdo dindamica, em muitos
casos, podem ser superiores aqueles obtidos com um carregamento estatico
equivalente. Isso indica a importancia da analise dindmica, ainda em fase de projeto
preliminar, buscando atender ndo somente aos critérios de seguranga mas também

assegurar o conformo dos ocupantes desse tipo de espaco.

Palavras Chave: Andlise Dinamica, Modelagem Numérica, Vibragdo de Estruturas,

Cargas Dinamicas, Arquibancadas, Estadios de Futebol.



ABSTRACT

Stadiums grandstands, as well as most civil engineering structures, always will
be under the action of static and dynamic loads. Dynamic loads due to human
activities, such as dancing, jumping, etc, although of lower amplitude than those
generated by the structure's own weight, earthquakes, winds, etc, may cause
undesirable effects to a building, besides generating uneasiness to its occupants. This
work aims to do a dynamic analysis, predominately qualitative, of the behavior of a
simple structural model of a stadium grandstand under the action of loads caused by
the synchronized jumping of people on top of it. The finite element model is used to
discretize the model, and the resulting system of equations of motion is time integrated
through the Runge-Kutta method of 4" order, employing state variables. Results show
that displacements due to dynamic loads, in several cases, may be much larger than
those obtained with a static equivalent load. This emphasizes the importance of
dynamic analyzes, even in the preliminary phases of design, aiming to guaranty not

only a building's safety criteria, but also the comfort of its occupants.

Keywords: Dynamic Analysis, Numerical Modeling, Structural Vibration, Dynamic

Loads, Stadiums Grandstands, Football Stadiums.
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1. INTRODUGAO

Diversas atividades humanas como caminhar, correr, pular e dangar podem
gerar agdes dindmicas em estruturas. Apesar destas ag¢des serem geralmente de
intensidade inferior as cargas dinamicas presentes na natureza como por exemplo as
acdes de ventos e terremotos, tais atividades humanas quando realizadas sob
condigdes especificas podem gerar vibragdes excessivas e consequentemente trazer
desconforto as pessoas presentes no ambiente.

No caso de estadios de futebol e arenas poliesportivas de multiuso, quando um
grande numero de pessoas pula sincronizadamente num movimento coordenado e
periddico tem-se, combinado ao fato de estruturas projetadas para vencerem vaos
cada vez maiores e cada vez mais esbeltas para ampliar o campo de visdo dos
espectadores, um ambiente favoravel ao aparecimento de vibragdes excessivas que
devem ser estudadas do ponto de vista dindmico ainda durante a fase de projeto.

Um dos acontecimentos que recentemente tomaram maior notoriedade pela
divulgacéao de videos na internet foi no estadio de Frankenstadium na Alemanha onde
em funcdo dos saltos sincronizados da torcida, a bancada do anel superior
apresentava deslocamentos notaveis. A época, os responsaveis afirmaram que os

deslocamentos observados n&o colocavam em risco a seguranga dos torcedores.

FIGURA 1: DESLOCAMENTOS EXCESSIVOS NO ESTADIO FRANKENSTADIUM

Fonte: Silva, 2012.
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No entanto, em casos mais extremos, além do desconforto aos espectadores,
estas vibragbes podem causar danos a propria estrutura. Uma exemplificacao deste
problema foi um evento de show de Rock realizado no estadio Nya Ullevi, Gothenburg
na Suécia, no verao de 1985. Segundo Erlingsson e Bodare (1996), durante o show
os cabos de sustentacdo da cobertura vibraram violentamente, com amplitudes de
deslocamento avaliadas de 5 a 30 cm por diferentes observadores. A cobertura do
estadio deslocava-se substancialmente para cima e para baixo. As partes superiores
das arquibancadas se moveram tio violentamente que parte dos espectadores deixou
seus lugares. Ao final, foram identificados danos no teto, numa moldura de uma janela
e, inclusive, um cano de esgoto que teria se rompido durante o evento.

Exemplos como os mencionados acima demostram a importancia da analise
dindmica de estruturas que estdo sujeitas a cargas dindmicas devido a atividade
humana, mesmo que estas sejam de menor intensidade que aquelas devidas a
fendmenos naturais de maior magnitude.

O presente trabalho faz uma analise predominantemente qualitativa do
comportamento de um modelo estrutural de uma arquibancada submetida a acéo de

atividades humanas, tal como saltar.
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2. OBJETIVO

O objetivo deste trabalho é estudar o comportamento de um modelo de viga
submetida a uma carga dindmica modelada como a agao de pessoas saltando de
forma simultdnea e sincronizada, como comumente observa-se em estadios com
torcidas.

O modelo utiliza o método dos elementos finitos para a discretizagéo da viga
como um sistema de varios graus de liberdade. A resolugao do sistema de equagdes
de movimento é feita através do método de Runge-Kutta de 42 ordem, empregando-

se variaveis de estado.
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3. REVISAO BIBLIOGRAFICA

3.1 Vibragao

Vibracao é definida como uma oscilagéo periédica de uma particula ou corpo
em torno de um ponto de equilibrio. Assim sendo, todos corpos dotados de massa e
elasticidade estao sujeitos a vibracao, seja ela causada por forcas ou deslocamentos.

A vibragao pode ser classificada quanto:

v A excitacao: livre ou forcada;

v" Ao amortecimento: amortecida ou ndo amortecida;

v A forca: deterministica ou aleatoria;

v As equacdes envolvidas: lineares ou n&o lineares.

A vibrag&o livre ocorre devido as forgas inerentes ao sistema e na auséncia de
forcas externas. Neste caso, o sistema pode oscilar com uma ou mais de suas
frequéncias naturais.

Ja as vibragdes forcadas ocorrem sob a agao de forgas externas e sendo uma
excitagao oscilatoria, obrigatoriamente o sistema ira vibrar na frequéncia de excitagao.
Neste ultimo caso, se a frequéncia de oscilagao coincide com uma frequéncia natural
do sistema, grandes amplitudes e deslocamentos podem ser atingidos e resultar em
colapso da estrutura. (Thomson, 1978).

Segundo Soriano (2014), nos sistemas dinédmicos reais sempre ha dissipagao
de energia que tende a reduzir as amplitudes das oscila¢des, 0 que é simulado através
de forcas que se opdem ao movimento, denominadas forcas de amortecimento. Em
alguns casos estas sao muito pequenas e podem ser desprezadas para fins de analise
e calculo da frequéncia natural por exemplo. No entanto, o amortecimento se faz
necessario para fins de limitagao da amplitude de oscilagao.

Para as vibracdes lineares prevalece o principio da superposi¢cdo onde existe
uma vasta quantidade de métodos matematicos existentes para solucao destes tipos
de problemas.

Além da amplitude e da frequéncia de oscilagdo, um sistema também é
caracterizado pelo grau de liberdade que é definido como o numero de coordenadas
independentes requerido para descricdo do movimento. Desta maneira, para uma
particula livre, trés graus de liberdade definiiam seu movimento (trés possiveis
direcdes), ao passo que para um corpo rigido sao seis graus de liberdade, pois além

das trés direcoes do movimento é necessario incluir os trés eixos de rotacdo. No caso
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de um corpo elastico continuo, o numero de graus de liberdade € infinito. No entanto,
para a solucdo dos problemas de vibracdo com precisao aceitavel, em uma grande
maioria dos casos, pode-se admitir um corpo desta natureza como parcialmente
rigido, propondo um sistema dinamicamente equivalente com um numero finito de

graus de liberdade. (Thomson, 1978).
3.2 Movimento harménico

Quando se repete regularmente em intervalos de tempos t idénticos, o
movimento € denominado movimento periédico e T € denominado de periodo da

oscilagéo e seu inverso denominado frequéncia, dada pela equagéao:

1
f== (3.1)

E possivel exemplificar o movimento harménico como uma massa suspensa

através de uma mola, como indicado na Figura 2 abaixo:

FIGURA 2: REPRESENTAGAO DE UM MOVIMENTO HARMONICO

3 "Vﬁ{“'j@yﬂunb

Fonte: Thomson, 1978.

A posicao da massa no sistema acima é determinada pela equacéo:

x = Asen2m=, (3.2)
T

sendo “A” a amplitude de oscilacio.

O deslocamento da massa do sistema massa-mola exemplificado acima
também pode ser representado como a proje¢cao sob uma linha reta de um ponto
executando um movimento circular com velocidade angular w, como mostra a Figura
3:
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FIGURA 3: MOVIMENTO HARMONICO REPRESENTADO POR UM PONTO QUE SE MOVE SOB
UMA CIRCUNFERENCIA

Fonte: Thomson, 1978.

Denomina-se w a frequéncia angular de um movimento que se repete a cada

2 num intervalo de tempo 7, estabelecendo a seguinte relagéo:

w =2 = 2nf, (3.3)

T

Aplicando a equagao 3.3 em 3.2, tém-se:

x = Asenwt (3.4)
Realizando-se a diferenciacdo da equacao 3.4 é possivel obter a equagao da

velocidade e realizando-se novamente a diferenciagao, obtém-se a aceleracéo:

T
X =Awcoswt =A wsen(wt + E) (3.5)

¥ =—Aw?senwt =A w? sen(wt + m) (3.6)
As equagdes 3.4, 3.5 e 3.6, podem ser representadas graficamente como na

Figura 4 abaixo:

FIGURA 4: DESLOCAMENTO, VELOCIDADE E ACELERAGAO

Fonte: Thomson, 1978.

Observa-se, entdo, que no movimento harménico a velocidade e a aceleragao

estdo avangadas em relagao ao deslocamento em /2 e =, respectivamente.
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3.2.1 Vibracao livre

Denomina-se vibragéo livre aquela que ocorre partir de uma perturbacéao inicial,
um deslocamento inicial por exemplo, sem a acdo de nenhuma forga externa apés

essa perturbagéo inicial. (Rao, 2008).

Seja o sistema massa-mola como o proposto na Figura 5, sem mecanismo de

dissipacao de energia:

FIGURA 5: SISTEMA MASSA-MOLA E DIAGRAMA DE CORPO LIVRE

Posigio sem k(a +x}

“gstiramento Posigdo de equilibrio

estatico

Fonte: Thomson, 1978.
Aplicando a segunda lei de Newton, tem-se:

mX=F=w-—k(A+x). (3.7)
Como pode se observar na Figura 5, a posicao de equilibrio estatico ocorre na

posicao de deslocamento A, onde a forga da mola é dada por kA e é igual ao peso w.
Assim, tem-se que:

mx = —kx, (3.8)

0 que nos permite também representar a equacao do movimento como:

mX + kx = 0. (3.9)
A equacdo (3.9) € uma equacdo diferencial linear de segunda ordem
homogénea e sua solugao geral € dada por:
x = C;sen (w,t) + C, cos (wyt), (3.10)

onde w,, € a frequéncia angular natural dada por:

W, = \/ﬁ. (3.11)
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As constantes C; e €, da equacado 3.10 sao determinadas pelas condicoes

iniciais de velocidade, x(0), e deslocamento, x(0), aplicadas as equagdes 3.10 e 3.5:

Q=%%, (3.12)
C, = x(0). (3.13)

Substituindo as equacgdes 3.12 e 3.13 em 3.10, tem-se:
x =29 gen (wnt) + x(0) cos (wyt). (3.14)

Wn
Neste sistema livre de acédo de forgas externas, 0 mesmo passa a oscilar em
uma frequéncia denominada frequéncia natural. Esta frequéncia € uma propriedade
do sistema e a partir da combinacédo das equacgdes 3.3 e 3.11, pode ser calculada

através da seguinte equacéao:
f=L % (3.15)

3.2.2 Vibracao livre amortecida

Nos sistemas dindmicos reais sempre ha dissipag¢do de energia que tende a
reduzir as amplitudes das oscilagdes, o que é simulado através de forcas que se

opdem ao movimento, denominadas de forgas de amortecimento. (Soriano, 2014).

As forgas de amortecimento ndo sao de facil descrigdo, porém existem alguns

modelos propostos, sendo 0 amortecimento viscoso o mais utilizado em engenharia.

Neste modelo, a forca é dada pelo produto da velocidade de deslocamento por

uma constante de proporcionalidade, representada pela equacéo:

Fy=c#%. (3.16)

Se introduz no sistema da Figura 5 a forgca de amortecimento viscoso:



21

FIGURA 6: SISTEMA MASSA-MOLA AMORTECIDO E DIAGRAMA DE CORPO LIVRE

Fonte: Rao, 2008.

Observa-se na Figura 6 que para a analise de vibracao livre amortecida é

necessario incluir a equacao 3.9 o termo referente a forga de amortecimento, ou seja:

miX+cx+kx=0 (3.17)
A equagao 3.17 é uma equacao diferencial homogénea cuja solugdo € da

forma:

x = est, (3.18)
Substituindo 3.18 em 3.17, vem:

(ms? + cs + k)est = 0. (3.19)

A equacdo acima é satisfeita para qualquer valor de t, quando

st+is+L=o. (3.20)
m m

Determinando as raizes da equacéao 3.20 tem-se:

c c\? k
=——+ |(=) == 3.21
51,2 2m \/(Zm) m ( )

e a solucao é dada por:

x=elm)t| A e(\[ G ) +B e<_\/(#)z_%)t . (3.22)

Assim, como feito anteriormente, para a vibragao livre ndo amortecida, as
condigdes inicias de velocidade, x(0), e deslocamento, x(0), determinam os valores

das constantes A e B na equacéo 3.22.
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Convém avaliar preliminarmente o comportamento do movimento dado pela

c

equagao 3.22. O primeiro termo e(_%)t € uma funcédo exponencial declinante em

funcao do tempo.

Os termos dentro dos parénteses dependem do valor do radicando, se é igual

a zero, positivo ou negativo.

. c 2 k .. . . .
Se o radicando (ﬁ) -—€ igual a zero, denomina-se que o amortecimento é

critico, pois é o valor limite do coeficiente de amortecimento viscoso que separa o

estado oscilatério do n&o oscilatério, ou melhor,

c. = 2Vkm = Zm\/i = 2muw,. (3.23)

Caso o radicando em questdo seja maior do que zero, os expoentes da
equacado sdo numeros reais € ndo ha oscilacdo possivel. Denomina-se este caso

como superamortecido.

No caso oposto, onde o radicando € menor do que zero, 0s expoentes tornam-
se numeros imaginarios e os termos entre parentes da equacido 3.22 tornam-se
oscilatérios. Assim, o sistema oscila, retornando gradualmente a posi¢cdo neutra,

denominando este caso como subamortecido.

Para as futuras analises €& conveniente expressar o amortecimento c,
comparando-o com o amortecimento critico, c., através do que é denominado fragéo
de amortecimento, isto é:

§=-, (3.24)
onde a seguinte relagao se torna valida:
€ — gl
o = S o = $Wn. (3.25)
A relacdo apresentada pela equacédo 3.25 permite expressar as raizes da

equagao 3.21 de uma forma mais simplificada, agora em termos de €.
Desta forma, escreve-se:
515 = (=€ + VT — 1wy (3.26)

A partir de entdo os trés casos de amortecimento podem ser analisados

verificando se & € menor, igual ou maior que unidade.
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No caso de a fragao de amortecimento ser menor do que 1, tem-se o caso de
subamortecimento e a solugéo geral da equacéo 3.22 pode ser reescrita da seguinte

forma:

x = e $@nt (A elV1-§wnt 4 B o=l 1_52‘"”). (3.27)

A equacdo acima também pode ser escrita de duas formas:

x = Xe ¢9nt sen(/1 — &2 wyt + ¢), (3.28)
x = e~fwnt (Cl sen(y/1— &2 wyt) + C, cos(y/1 — €2 a)nt)). (3.29)

Aplicando as condigdes inicias de velocidade, x(0), e deslocamento, x(0) nas
equagdes acima, permitem determinar as constantes C;, C,, X e ¢. Assim a solugao

geral em funcao das condic¢des iniciais para o amortecimento subcritico é:

x = e~fwnt (%sen(,/l — &2 wyt) + x(0)cos(y/1 — &2 wnt)). (3.30)
A frequéncia de oscilagao é, entao:
wd=j—:=wn./1—52. (3.31)
Este tipo de movimento pode ser representado na Figura 7:

FIGURA 7: OSCILAGAO COM AMORTECIMENTO SUBCRITICO
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Fonte: Thomson, 1978.

No caso de um movimento superamortecido, ou seja & > 1, as raizes expressas
na equacao 3.26 sao reais e as constantes A e B sao expressas através das condigbes

iniciais de deslocamento e velocidade:

_ #(0)+(§+/E71)wnx(0) (3.32)

A 20n,/E2-1 ’
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_ —2(0)~(§-yE-1)wpx(0) (3.33)

B an\/fz_l
Como pode se observar na Figura 8, o movimento € uma fungao de tempo

exponencialmente decrescente e denominado aperiodico:

FIGURA 8: OSCILAGAO COM SUPERAMORTECIMENTO

AT et

x -~
/_\‘wnf
Be

Fonte: Thomson, 1978.
No caso do amortecimento critico, onde ¢ = 1, a raiz da equacao 3.26 é dupla:

S1 = Sy = —Wwy, (3.34)

e a equacao 3.22 pode ser simplificada a:

x = Ce™“nt, (3.35)
A solucao da equacao acima pode ser encontrada tendendo ¢ a 1 na equacéao

3.30 e entdo:

x = e~ nt{[x(0) + wp x(0)]t + x(0)}. (3.36)
A equacao 3.36 acima pode ser representada graficamente como vé-se na

Figura 9:

FIGURA 9: OSCILAGAO COM SUPERAMORTECIMENTO

x(t) x(0)>0
0 =0,

x(0) <0

x(0)

" w ’

Fonte: Thomson, 1978.
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Como pode se observar na Figura 9, trés tipos de respostas podem ser

encontrados em termos da velocidade inicial.
3.2.3 Movimento excitado harmonicamente

Segundo Rao (2008), diz-se que um sistema mecanico ou estrutural sofre

vibracao forgada sempre que energia externa é fornecida ao sistema durante vibragéo.

A energia externa pode ser fornecida ao sistema por meio de uma forca

aplicada ou por uma excitagao de deslocamento imposta.

FIGURA 10: SISTEMA MASSA-MOLA AMORTECIDO E DIAGRAMA DE CORPO LIVRE

K@)

F(i)

Fonte: Rao, 2008.

Considerando um sistema massa-mola com amortecimento viscoso como
apresentado na Figura 10 acima, é possivel deduzir a seguinte equagao a partir da

analise do diagrama de corpo livre:

mX + cx + kx = F(t). (3.37)
A solugéo geral desta equacao nao homogénea, x(t), é constituida pela soma

da solugdo homogénea, x,(t),com a solugdo complementar, x, (t).

A solugcdo homogénea é a solugao da equagdo homogénea onde F(t) =0 e ja

foi apresentada anteriormente para as trés possiveis condicées de amortecimento.

A solucdo complemetar depende do tipo de forca que ira excitar o sistema.
Porém, como pode se observar na Figura 11, a solugado homogénea desaparece apos
um determinado intervalo de tempo e a solugdo geral torna-se igual a solugao
complementar. O movimento é classificado como transitério até o desaparecimento

da parcela da solucao devido a vibracgao livre.
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FIGURA 11: SOLUCOES HOMOGENEA, COMPLEMENTAR E GERAL DE UM CASO DE
EXCITACAO HARMONICA
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t
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Fonte: Rao, 2008.

Se a forga excitante F(t) indicada na Figura 10 for dada por F(t) = F, cos wt,

entdo tem-se que a solugdo complementar da equacéo 3.37 é:

x,(t) = X cos(wt — ¢). (3.38)
Substituindo a equagdo 3.38 em 3.37 e aplicando algumas relagbes
trigonométricas, € possivel determinar que:

— Fo
X= Jk-mw?)2+(cw)?’ (3.39)
— cw
¢ =tan"! (o). (3.40)

A Figura 12 exibe os graficos da fungéo da for¢a excitante e da resposta em
regime permanente, bem como o diagrama vetorial das forgas:

FIGURA 12: REPRESENTAGCOES DAS FUNGOES FORCANTE E RESPOSTA

Fonte: Rao, 2008.

As equacgdes 3.39 e 3.40 podem ser simplificadas e representadas de forma
adimensional.
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Se o numerador e denominador de ambas equacgdes forem divididos pela

constante elastica da mola, k, tem-se que:

X = j(l-’"—“)2+ (ﬂ)z’ (3.41)
¢ =tan! <1_%L2). (3.42)

Se define ainda que a deflexdo devido a forga estatica F, como §,; € a razao

das frequéncias de excitacao e frequéncia natural como r, tem-se:

Soe =2, (3.43)

r=— (3.44)
Aplicando estas expressdes 3.43 e 3.44 juntamente com as equacgdes 3.11,

3.23, e 3.24, as equacdes 3.41 e 3.42 podem ser expressas de forma adimensional
como a seguir:

X 1
M=s = Tooneor (3.45)
¢ = tan™? (f_rfz). (3.46)

As equacgdes 3.45 e 3.46 podem ser representadas graficamente como
apresentado na Figura 13:

FIGURA 13: GRAFICO RELATIVO AS EQUAGOES 3.45 E 3.46
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Fonte: Rao, 2008.
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Na Figura 13 observa-se que quando a razao de frequéncia tende ao infinito e
a razao de amplitude tende a zero. Para pequenos valores de r, as forgas de
amortecimento e inércia sdo pequenas, ou seja, a forga resultante € aproximadamente

a forca da mola, o que resulta num pequeno angulo de fase.

Para uma razao de frequéncia igual a um, ou seja, frequéncia de excitagao
igual a frequéncia natural do sistema, obtém-se os maiores valores de amplitude,
inclusive superiores ao deslocamento numa condicéo estatica. Esta amplitude tende

a aumentar ainda com a reducéo do coeficiente de amortecimento.
3.3 Sistemas de muitos graus de liberdade

Grande parte dos problemas encontrados em engenharia sao derivados da
analise de sistemas continuos que possuem infinitos graus de liberdade. A solucéo de
tais problemas envolve obter solugdes para diversas equacgdes diferenciais parciais, o
gue nem sempre € uma tarefa facil e na grande maioria dos casos, estas equacgdes
nao possuem solugdo analitica. Por esta raz&o, busca-se a aproximacédo deste
sistema continuo a um sistema com muitos graus de liberdade onde pode-se resolver
numericamente um conjunto de equagdes diferenciais ordinarias cujas solugdes sao

mais simples.

Neste caso entdo ha uma equagido de movimento para cada grau de liberdade,
sendo que estas equagdes de movimento podem ser obtidas tanto pela segunda lei

de Newton ou usando as equac¢des de Lagrange.

Para um sistema com “n” graus de liberdade, ha, também, “n” frequéncias

naturais.

O método mais simples de aproximagao de um sistema continuo a um sistema
com varios graus de liberdade envolve substituir a massa ou inércia distribuida do

sistema por um numero finito de massas concentradas ou corpos rigidos (Rao, 2008).

Ainda, segundo Rao (2008), entende-se que as massas estejam ligadas por
elementos elasticos e amortecedores desprovidos de massa. Considera-se um
numero minimo de coordenadas necessarias para descrever o movimento das
massas concentradas e, naturalmente, quanto maior o numero de massas

concentradas adotadas para o modelo, mais preciso sera o resultado.
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“ 2

Considera-se um sistema de massas ligadas por molas e amortecedores

como o da Figura 14:

FIGURA 14: SISTEMA MASSA-MOLA AMORTECEDOR COM VARIOS GRAUS DE LIBERDADE

) g Bl g Fin ke B o Ful) ;\]
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Fonte: Rao, 2008.
Aplicando a segunda Lei de Newton na massa m; da Figura 14, tem-se:

mX; = —ki(x; — 1) + K1 (i1 — ;) — (X — Xi—1) + €1 (K — %) + F,
(3.47)
i=273,..,n—1.
A equacédo 3.47 pode ser reescrita da seguinte forma se for adotado i =n e

Xn+1 = O

mnxn - Cnxn—l + (Cn + Cn+1)xn - knxn—l + (kn + kn+1)xn = Fna (3 48)
i=12.,n '
Desta forma, as equagdes podem ser representadas na forma matricial

apresentado na equacao 3.49:

[m]% + [c]% + [k]% = F, (3.49)
onde [m], [c] e [k] sdo as matrizes de massa, amortecimento e rigidez

respectivamente representadas pelas equagdes 3.50, 3.51 e 3.52:

[k] 0 0 ms 00 | (3.50)

o 0 0 - 0 my,
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(c1 +¢3) —C2 0 0 0
—Cy (cy +c3) —C3 0 0
[C] = 0 _C3 (C3 + C4) o O O (351)
0 0 0 —Cn (Cn + Cn+1)
e
(ky + k3) —k, 0 0 0
—k; (ky + ks3) —ks3 0 0
(k] = 0 —k; (ks +ky) 0 0 (3.52)
0 0 0 _kn (kn + kn+1)

Sejam 55 fc), % e F os vetores de aceleracao, velocidade, deslocamento e forca
respectivamente, representados pelas equagdes 3.53, 3.54, 3.55 e 3.56:

(x4 (t)

x,(t)
: (3.53)

&
Il

A

~

(D)

(%1(t)
x,(t)
: (3.54)

K-l
Il

A

~

i (8)
(%41 (t)

X, (1)
: (3.55)

R
Il

A

~

%, ()

(F1 ()
F, (t)

T
Il
-
—

(3.56)

Fy (t)/
O caso apresentado acima é um caso particular, pois na sua forma mais geral

as matrizes de massa, amortecimento e rigidez sdo dados por:
mqiy1 Mqy myz ... Myp
mi; My, M3 ... Mpyy

[m] =] : , (3.57)

Mip Mpy Map .. Mpy
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C11 C12 C13 e Cip
C12 Coo Ca3 e Cop

[c] =] : , (3.58)
Cin Con C3n - Cnn
k11 k12 k13 kln
k12 k22 k23 k2n

(k] = : . (3.59)
kln k2n k3n knn

A andlise das matrizes de massa e rigidez permitem a classificagdo do
acoplamento do sistema. Caso a matriz de massa possua no minimo um termo nao
nulo fora da diagonal, diz-se que o sistema é dinamicamente acoplado. Se a matriz
de rigidez possuir um termo diferente de zero fora da diagonal, denomina-se que o

sistema é estaticamente acoplado.
3.4 Método dos elementos finitos

Como exposto no tépico anterior, um modelo continuo tem equagdes diferenciais
de movimento com fungdes continuas em fungao da posicdo e em funcao do tempo,
equacoes estas que s6 admitem resolugao analitica em casos muito simples. Ja um
modelo discreto, é baseado na configuracdo geométrica especificada por um numero
finito de pardmetros independentes entre si, que tem equacdes diferenciais apenas

na variavel temporal, o que facilita a resolugdo numérica. (Soriano, 2014).

Neste contexto, o método dos elementos finitos tem sido amplamente utilizado
para resolucao de problemas de engenharia. Conforme enunciado por Bathe (2014),
a idealizacao do problema fisico em um modelo matematico requer certas suposicoes
que, juntas, levam a equacdes diferenciais que governam o modelo matematico. A
andlise de elementos finitos resolve esse modelo matematico. Como a técnica de
solugéo de elementos finitos é um procedimento numérico, € necessario avaliar a
precisdao da solugcdo. Se os critérios de precisao nao forem atendidos, a solugao
numérica deve ser repetida com pardmetros de solucdo refinados até que uma

precisao suficiente seja alcangada.

Na Figura 15 é representado um fluxograma de um processo para resolugao de

um problema utilizando método dos elementos finitos:
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FIGURA 15: PROCESSO DE ANALISE POR ELEMENTOS FINITOS
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Fonte: Bathe, 2014.

Para os casos de estruturas formadas por barras lineares, intuitivamente realiza-
se uma definicdo dos pontos nodais nas extremidades das barras. No entanto, no caso
de uma viga por exemplo, em se tratando da discretizacdo de um modelo continuo,
nao ha definicdo de um procedimento geral para determinagcdo dos pontos nodais e
dos elementos finitos. Assim a discretizacdo deve ser aumentada o quanto for
necessaria para reduzir os erros a um nivel aceitavel, de modo que a solugao

numeérica se aproxime da solucao analitica do modelo continuo.
3.5 Matriz de Massa e Rigidez para um Elemento de Viga

Seja um elemento de viga de acordo com a teoria de Euler-Bernoulli, como
representado na Figura 16:
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FIGURA 16: ELEMENTO DE VIGA UNIFORME
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Fonte: Rao, 2008.

Neste elemento de viga, cada ponto nodal (1 e 2), possuem dois graus de
liberdade sendo, entdo, sujeitas a deslocamentos de translagdo w;(t) e ws(t)
referentes as forgas f;(t) e f;(t) e deslocamentos de rotacionais, w,(t) e w,(t)

referentes aos momentos fletores £, (t) e f,(t), respectivamente.

Assim como a deflexdo estatica de uma viga, o deslocamento transversal

dentro do elemento é considerado como uma equagao cubica em x, representado por:

w(x, t) = a(t) + b(t)x + c()x? + d(t)x3. (3.60)
As condicdes de contorno nas extremidades do elemento sao:
w(0,t) = wy(t),
W(ll t) = W3(t),
ow
72(0,6) = wy(®),
B
(L 1) = wy(0).

Aplicando estas condi¢des de contorno a equacao 3.61, tem-se:

(3.61)

a(t) = Wl(t),
b(t) = w, (1),
c(t) = 5 [=3wi(t) = 2w (O] + 3 w3(t) — wa(D)1], (3.62)

d(t) = 113[2 wy(t) + 2wy ()1 + 2 ws(t) + wye(t)1].

Substituindo as equagdes 3.62 em 3.60, o deslocamento transversal pode ser

reescrito da seguinte forma:
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2 3 2 3 2
w(x,t) = (1—3’1‘—2+2’l‘—3) wy (t) +G_2%+%) lwz(t)+(3’l‘—2+

- P (3.63)
2[—3) ws(t) + (_1_2 + l_3) Lw,(t)].
A equacéo 3.63 pode ser reescrita da seguinte forma:
w(x,t) = Xz Ni(x) wi(0), (3.64)

onde, N;(x) sao fungbes de forma dadas por:
NG =1-3% 425,
Moo =x =21 (3) +1(3)’
N =3(3) +2(3) (569
Ny(x) = —I (%)2 +1 (f)3

A energia cinética, energia de deformacédo de flexdo e trabalho virtual do

elemento podem ser expressas como:

T(t) =7, pA {"W;;"”}Z dx = 1w () [m] W (o), (3.66)

V(e) =3[ El {"’2;”;;"”}2 dx = 25 @) [K] W(0), (3.67)
l

SW(t) = f £, 6) sw(x,t) dx = sWEOT £(8), (3.68)
0

onde p, E, I e A séo, respectivamente a densidade, mdédulo de Young, momento de
inércia e area de secc¢ao transversal do elemento. Substituindo entao a equagao 3.63
nas equacgdes 3.66 a 3.68 e realizando a integracdo necessaria é possivel obter as

matrizes de massa, rigidez do elemento:

156 221 54 —13l
ool 220 a2 130 302
420 54 131 156 =22l (3.69)

—131 312 —221 412

12 6l -12 6l
_Er| 6l 412 -6l —2I?
] =% -12 -6l 12 -6l | (3.70)

-6l 212 -6l 412
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3.6 Matrizes de Massa e Rigidez Globais

Apods a determinagdo das matrizes de massa e rigidez dos elementos, pode-se
entdo montar a matriz de massa e rigidez globais para uma viga. A Figura 17 traz uma
representacaéo da matriz global montada a partir das matrizes de massa e rigidez para
n elementos:

FIGURA 17: REPRESENTACAO DA MONTAGEM DAS MATRIZES DE MASSA E RIGIDEZ A PARTIR
DAS MATRIZES DOS ELEMENTOS
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Fonte: Meirovitch, 2001.

Observa-se que uma viga discretizada com n elementos, possui n+1 pontos
nodais e as matrizes de massa e rigidez globais sdo matrizes 2n x 2n, ou seja, 2n

linhas e 2n colunas.
3.7 Determinacgao das Frequéncias Naturais

Para a determinacdo das frequéncias naturais do sistema, considera-se o

sistema em vibracéo livre de modo que a equac¢ado de movimento seja:

[M]% + [K]% = 0. (3.71)

A equacéo 3.71 pode ser solucionada admitindo uma solugao da forma:

x;(t) = X;T(t), ondei =1,2,.....n, (3.72)
sendo X; uma constante e T em fungdo do tempo. Substituindo a equagéo 3.72 em

3.71, temos:

[MIXT(t) + [K]XT(t) = 0. (3.73)
A equacdo 3.73 pode ser reescrita em forma escalar, separando em n
equacdes:

_T® _ (E}l=1 kini)

= ,ondei=1,2,....n. 3.74
T(t) (E}l:l mUX]) ( )
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Do lado esquerdo da equagao 3.74 os termos sao independentes do indice i e
do lado direito sdo independentes de t e, assim, ambos devem ser iguais a uma

constante.

Denominando esta constante como w?, reescreve-se:

[K] — w2[M]X = 0. (3.75)

A solucao trivial da equacdo acimaé X; = X, =--- = X,, = 0.

Para uma solugao nao trivial, o determinante da matriz de coeficiente deve ser

Zero, ou seja:

|[K] — w?[M]| =0 (3.76)
Neste ponto, tem-se um problema de autovalor dado pela equacao 3.75, onde
a equacido 3.76 é a equacgdo caracteristica, w? é o valor caracteristico e w é a

frequéncia natural do sistema.

A equacao 3.76 pode ser expandida em uma equacgao polinomial de n-ésima

ordem. As solugdes (raizes) desta equagao serdo n valores w?.

Se [M] e [K] sdo matrizes simétricas e positivas, as solugdes w,?%, w,?,..., w,>

sao reais e positivas.

Assim, para um sistema de N graus de liberdade tem-se matrizes de massa e
rigidez de ordem N x N e, consequentemente, N frequéncias naturais a serem

determinadas.

Como demonstrado por Rao (2008), as frequéncias naturais para uma viga

podem ser determinadas analiticamente pela seguinte equacao:

EI

an = Bal? o

onde o produto S,,L é definido em fungédo das condi¢gbes de contorno da viga.

(3.77)

Para o caso de uma viga bi-engastada como do modelo adotado a seguir, tem-

Se:

BiL = 4,730041,
B,L = 7,853205,
BsL = 10,995608.
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Atualmente a NBR 6118:2014 traz um capitulo especifico para tratar do estado
limite de vibragbes excessivas. Neste item, recomenda-se que a frequéncia natural da
estrutura seja afastada de 1,2 vezes da frequéncia denominada critica. A frequéncia
critica pode ser determinada experimentalmente, porém na auséncia destes valores,

pode-se adotar os valores apresentados no Quadro 1:

QUADRO 1: FREQUENCIAS CRITICAS E NATURAIS MINIMAS SEGUNDO A NBR 6118:2014

Frequéncia Frequéncia Natural
Caso i .
Critica (Hz) Minima (Hz)
Ginasio de esportes e academias de
. . 8,0 9,6
ginastica
Salas de danca ou de concerto sem
: , 7,0 8,4
cadeiras fixas
Passarelas de pedestres ou ciclistas 4,5 5,4
Escritorios 4.0 4.8
Salas de concerto com cadeiras fixas 3,5 4,2

Fonte: NBR 6118, 2014.
3.8 Matriz de Amortecimento Global

O amortecimento deve ser levado em consideragao principalmente nos casos
em que a resposta do sistema é obtida por um periodo de tempo relativamente longo
se comparado com os periodos naturais do sistema, ou ainda, se a frequéncia de
excitacao estiver préxima a uma frequéncia natural. No entanto, como nao é possivel
se prever antecipadamente os efeitos, deve-se levar em consideragao a presenga do

amortecimento em qualquer sistema.

Neste contexto & conveniente introduzir fungdo R, conhecida como funcéao

dissipativa de Rayleigh, apresentado por Rao (2011, p. 611):

R = % X T[c]% | (3.78)
Ainda segundo Rao (2011), por simplicidade, pode-se considerar um sistema

especial em que a matriz de amortecimento é escrita como uma combinacao linear

das matrizes de massa e rigidez:
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[C] = a[M] + B[K] . (3.79)
Este tipo de amortecimento € denominado Amortecimento Proporcional, onde «
e [ sao constantes a serem determinadas a partir de duas razées de amortecimento

que correspondem a duas frequéncias desiguais de vibragao.

Uma vez estabelecidas as razdes de amortecimento de dois modos naturais de
vibragao, ¢; e &;, respectivamente para o i-€simo e para o j-ésimo modos de vibragao,

permite-se escrever a e 8 pelas seguintes expressdes:

w? wj§i— wwi?§;

a=2 CEPNE ;
Wit wj (3.80)
wi§i— wjé;
p=2 —wiz_wjjz . (3.81)

Segundo Bathe (2014), na analise real, pode ser que as taxas de
amortecimento sejam conhecidas para mais do que duas frequéncias. Nesse caso,

dois valores médios, sdo usados para se obter a e f5.
3.9 Modelo de carregamento dinamico

A caracterizacdo de um movimento realizado por espectadores num estadio
pode ser aproximada pelo movimento realizado durante um salto de movimento

vertical, como exemplificado na Figura 18 abaixo:

FIGURA 18: MOVIMENTO DO CORPO DURANTE O SALTO

Fonte: Hamill et al, 2015.

Assim, observa-se que o salto é realizado em etapas tais como a impulséo e a

suspensdo, onde ocorre perda de contato com o solo, e a aterrisagem. A partir de
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analises experimentais deste movimento, Ellis et al (2000) propdem um modelo

matematico do carregamento dindmico utilizando a série de Fourier como indicado na

equacéao 3.82:

F(t) = Fo[1 + 3N_, a, sen(2rfnt + ¢)], (3.82)
onde F, € a carga estatica em N, «a,, € o coeficiente de Fourier para n harménicos, f
é a frequéncia em Hz e ¢, € o angulo relativo de fase e N o numero total de

harmonicos.

QUADRO 2: COEFICIENTES DE FOURIER PARA DIFERENTES TIPOS DE SALTO

Atividades Coeficientes | n=1 |n=2 | n=3 | n=4|n=5 | n=6
o o [ 9 [z [ o | 9|2
Aerdbico de 7 55 15 247 | 391 63
baixo impacto _r | Sw | _m | m | Sm| T
bn 6 6 2 6 6 2
Exercicios ay, T 2 0 2 0 2
s 2 3 15 35
ritmicos e
aerobicos de alto
s s T
impacto o 0 ) 0 ) 2
a, 9 9 2 i 9 9
5 7 3 55 91 15
Salto normal
T T T 5w 7T
bn 6 6 2 | 6 6 2

Fonte: Ellis et al, 2000.

A partir do Quadro 2 é possivel plotar um grafico para exemplificar a forca em

funcao do tempo dada pela equacgéao 3.82.

Neste caso, esta sendo considerado um salto normal a 2 Hz, com uma forca

normalizada (F, = 1). Tém-se, portanto:
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FIGURA 19: CARREGAMENTO DINAMICO DE UM SALTO NORMAL

Using 12 Fourier terms
Using 3 Fourier terms

MNormalized force

1] 01 0-2 03 0-4 0-5 0-6 o7 0-8 08 1-0
Time: s

Fonte: Ellis et al, 2000.

Como pode ser observado na Figura 19, o pico do carregamento é cerca de 4,8
vezes 0 peso estatico. Pode-se observar que os termos Fourier mais altos (n > 3) nao
afetam significativamente os valores mais altos, no entanto, podem afetar a resposta
estrutural dependendo da razao entre a frequéncia de carga e a frequéncia estrutural
(Ellis e Ji, 2000).

Bachmann et al. (1995) apresenta, como uma possivel faixa de frequéncia para
o ato de saltar de forma ritmica, a frequéncia de 1,8 a 3,4 Hz. As frequéncias para as

demais atividades sédo apresentadas na Quadro 3:
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QUADRO 3: TIPOS DE ATIVIDADES E SUA APLICABILIDADE A DIFERENTES ATIVIDADES REAIS E
TIPOS DE ESTRUTURAS

3.10 Variaveis de Estado

Fonte: Bachmann, 1995.

Representative types of activity Range of applicability
Designation Definition Design activity rate [Hz] | Actual activities Activity rate [Hz] | Structure type
“walking” walking with continuous ground 1.6to 2.4 | » slow walking (ambling) ~1.7 + pedestrian structures (pedestrian
contact + normal walking ~20 bridges, stairs, piers, etc.)
+ fast, brisk walking ~2.3 + office buildings, etc.
“running” running with discontinuous 2.0103.5 | * slow running (jog) ~21 + pedestrian bridges on jogging
ground contact + normal running ~25 tracks, efc.
+ fast running (sprint) >3.0
“jumping” normal to high rhythmical 1.8 t0 3.4 | » fitness training with jump- = ~1.5103.4 | + gymnasia, sport halls
Jjumpingon the spot with simulta- ing, skipping and running * gymnastic training rooms
neous ground contact of both feet to rhythmical music ~1.8103.5
+ jazz dance training
“dancing” approximatly equivalentto“brisk | 1.5 to 3.0 | » social events with classical =~ 1.5103.0 | + dance halls
walking” and modern dancing (e.g + concert halls and other commu-
English Waltz, Rumba etc.) nity halls without fixed seating
“hand clapping | rhythmical hand clappingin front | 1.5t0 3.0 | + pop concerts with enthusi- | ~1.5103.0 | « concert halls and spectator galler-
with body of one’s chest or above the head astic audience ies with and without fixed seating
bouncing while | while bouncing vertically by for- and “hard” pop concerts
standing” ward and backward knee move-
ment of about 50 mm
“hand clapping™ | rhythmical hand clapping in front | 1.5t0 3.0 | « classical concerts, “soft” ~1.5t03.0 | + concert halls with fixed seating
of one’s chest pop concerts (no “hard” pop concerts)
“lateral body rhythmical lateral body swaying | 0.4 t0 0.7 | « concerts, social events « spectator galleries
swaying” while being seated or standing |

Para determinacdo do estado de um sistema dindmico é necessario a

determinacdo do menor conjunto de variaveis que, a partir destas, tendo-se o
conhecimento de seus valores no instante inicial, t = t,, bem como conhecimento dos
valores de entrada posteriormente ao instante inicial, t > t,, permite a determinagéo

completa do sistema para qualquer instante posterior.
Tais variaveis sao definidas como variaveis de estado do sistema dindmico.

Se pelo menos n variaveis x;, x,,..., X, S840 necessarias para descrever todo o
comportamento de um sistema dinamico, de tal modo que sendo dada a entrada para
t > t, e especificado o estado inicial em t =t,, o estado futuro do sistema fique
completamente estabelecido, entdo essas n variaveis formam um conjunto de

variaveis de estado. (Ogata, 2014).
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No caso de ser necessario n variaveis de estado para determinar o
comportamento de um sistema dinamico, é usual representa-las como componentes
de um vetor denominado vetor de estado. Tal vetor determina o estado do sistema
para qualquer instante, t > t,, se conhecido o estado das varidveis no instante inicial,

t = ty, bem como a entrada u(t) no domino do tempo.

Neste sentindo, a equacdo 3.49 pode ser reescrita utilizando-se um vetor de

estado 2n x 1, dado pela equacao 3.83:

X = {’f} (3.83)
X
e a sua derivada no tempo é
X = {’ﬁ} (3.84)
X

Apresentando a matriz identidade, [I], de ordem n multiplicada pelo vetor da

derivada de x no tempo, %, subtraida desta mesma operacao, tem-se:

[I]% — [I]% = 0. (3.85)
Assim, as equacgdes 3.49 e 3.85 podem ser combinadas na forma matricial,

sendo [0] e 0 a matriz de zeros e vetor de zeros, respectivamente, como mostra a

equacao (3.86):

(11 [011¢x), [[0] —[117¢A) _ (0O
[[O] [M] {x} * [[K] [C]] {;} - {ﬁ} (3.86)
E possivel simplificar a equagdo 3.86 utilizando-se as equacdes 3.83 e 3.84

denominando a primeira e segunda matriz da equagdo 3.86 como [M] e [K],

respectivamente, e o vetor do segundo membro da igualdade por F.

A equacgéo 3.86 se torna:

[M]X +[D] X = F. (3.87)
A equacéao 3.87 é entdao um sistema de 2 x n equacgdes diferenciais de 12 ordem,
qgue pode ser solucionada utilizando-se integragédo numérica pelo método denominado
de Runge-Kutta de quarta ordem. Para isso, a expresséo 3.87, é reescrita na seguinte

forma, definindo-se [A] como a matriz inversa de [M]:

X =[A](F - D] X). (3.88)
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3.11 Método de Runge-Kutta

Carl David Runge (1856-1927), matematico e fisico aleméo, trabalhou muitos
anos em espectroscopia. A analise de dados o levou a considerar problemas em
computagao numérica, e o método de Runge-Kutta teve origem em seu artigo sobre
solugbes numéricas de equacdes diferenciais de 1895. O método foi estendido para
sistemas de equagdes em 1901 por Martin Wilhelm Kutta (1867-1944). Kutta era um
matematico alemao que trabalhava com aerodindmica e é, também, muito conhecido
por suas contribuicdes importantes a teoria classica de aerofélio (Boyce e DiPrima,
2012).

Segundo Valle, (2012, p. 26) o método de Runge-Kutta é provavelmente um
dos métodos mais populares e o de quarta ordem € um dos mais utilizados para obter
solugcbes aproximadas de valor inicial. Cada método de Runge-Kutta consiste em
comparar um polinémio de Taylor apropriado para eliminar o calculo das derivadas,
fazendo-se varias avaliagdes da funcéo a cada passo. O método de Runge-Kutta pode
ser entendido como um aperfeicoamento do método de Euler, com uma melhor

estimativa da derivada da funcao.

Assim como exposto no item anterior, sobre a definicao de variaveis de estado,
para utilizacdo deste método devem ser conhecidos os valores iniciais das variaveis,
e que as solugdes serdo obtidas para um intervalo de tempo T. O método de Runge-

Kutta, busca encontrar a solucdo de conforme abaixo:

X1 = x; + Ax;, (3.89)
sendo x;,; 0 valor de x no tempo t = t;,4, x; 0 valor de x no valor de tempo t =¢;,
Ax; o incremento a ser somado a x. O intervalo de tempo T, para o qual busca-se a
solucao, deve ser divido em n partes iguais denominadas At, ou seja, At = T /n. Assim

as solugdes serdo dadas de t, = 0, t; = At, t, = 2At até t, = nAt =T.

Neste método, a formula a aproximada para determinar-se x;,, a partir de x;,
deve coincidir com a expansao em série de Taylor de x em x;,, até os termos de

ordem (At)", sendo n a ordem do método de Runge-Kutta.

A expansao da série de Taylor de x(t) para t + At é dada por:

2 3
x(t + At) = x(t) + ¥At + & (Azt') 4 (A;l) b (3.90)
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Diferentemente do apresentado pela expansao da série de Taylor apresentada
na equagao 3.90, o método de Runge-Kutta exige apenas derivadas de primeira

ordem.
Por fim, no método de Runge-Kutta de quarta ordem, a formula utilizada para

encontrar os valores de )?(t) = {)_C,} € dado por:
X

X =X + % [K, + 2K, + 2K; + K,], (3.91)

sendo 171, 1—52, 1?3 e 1?4 dados por:

K, = hf (X, t), (3.92)

Ky = hf (X; + 5Ky t; +A0), (3.93)
Ks = hf (R + 5 Kooty +5A0), (3.94)
Ky = hf (X; + K3, tiga), (3.95)

f(%t) =X®. (3.96)
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4. DESENVOLVIMENTO

Com o objetivo de analisar qualitativamente a influéncia da atividade dinamica
causada por ocupantes de arquibancada em estadio durante eventos, buscou-se
referéncias de estudos ja realizados sobre o tema. Como referéncia, adotou-se o
trabalho desenvolvido por Juliani et al. (2005), o qual objetivou estudar o
comportamento dindmico de diferentes modelos de degraus para composi¢ao de uma

arquibancada de um estadio.

Juliani et al. (2005) propde e avalia cinco modelos de degraus, como

exemplificados no Quadro 4:

QUADRO 4 — MODELOS NUMERICOS DE DEGRAUS

Modelo e descrigao Figura

MODELO MDB: considera que as trés pecas
pré-moldadas trabalham isoladamente, sendo
simplesmente apoiadas nas extremidades.
Esse seria 0 modelo mais préximo da proposta
original de pegas pré-moldadas sem nenhuma
ligacao.

MODELO MDC: considera que as trés pegas
pré-moldadas tem trés pontos de ligaggo entre
elas.

MODELO MDD: considera que as trés pegas
pré-moldadas tem seis pontos de ligacdo.

MODELO MDE: considera gue as irés pecas pré-
moldadas trabalham isoladamente mas com
condigdo de engaste nas extremidades.

Ligaghes

MODELO MDF: considera que as trés pegas pré-
moldadas s3o ligados em trés pontos e com
condigao de engaste nas exiremidades.

Fonte: Juliani et al., 2005.
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A partir das propostas exibidas no Quadro 4, adotou-se para o presente
trabalho como modelo, uma viga engastada nas extremidades, representando uma

peca de assento trabalhando individualmente.

Os degraus das arquibancadas em geral possuem segdes transversais tipo do

L e T, como exemplificado na Figura 20:

FIGURA 20: TIPOS DE DEGRAUS DAS BANCADAS DO ESTADIO DO DRAGAO - PORTO -

800
| 1% " 800 1%
coRNEN, _
s 1%
A%
L
B \
SORMEN, H
z DOx100x10 N 1
L — 8 [\
8 e
150 660 | 160 _|Min. 120] 450 650 | 150 s
— ¥ ¥ “
- T

Fonte: Figueiras et al., 2004.

Estas secbes nao sao simétricas, o que faz com que seus eixos principais de
inércia estejam rotacionados em relacao aos eixos vertical e horizontal, bem como seu

centro de gravidade esteja deslocado dos eixos centrais da secéo.

Consequentemente, em situagdes reais de uso, as forcas que causam a flexao
da viga numa arquibancada de estadio sao aplicadas fora do centro de gravidade da
secao e a viga acaba apresentando um efeito de tor¢ao, além da flexao propriamente
dita.

Visando eliminar o efeito de tor¢gdo na simulagao realizada, e simplificar a
analise, adota-se no presente trabalho uma viga com sec¢ao transversal do tipo H.
Todavia, os valores de area e inércia calculados para a se¢ao adotada sao préximos
aqueles que podem ser encontrados em situagdes reais. A Figura 21 apresenta as

dimensdes da secido adotada em milimetros:
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FIGURA 21: SECAO DA VIGA DO MODELO DE ESTUDO

100 | 400 100
. -—
&00

Fonte: Elaborado pelo autor.

A viga é discretizada em 8 elementos finitos, resultando em 9 pontos nodais. O
numero de elementos a ser utilizado para a analise foi estabelecido levando em
consideragao a boa precisao obtida na determinacido das frequéncias naturais para
este numero de elementos. Aumentar a quantidade de elementos elevaria
consideravelmente o tempo da rotina de calculo sem ganho significativo na precisao

dos resultados.

A forga exercida por um espectador durante o salto é representada como uma
carga pontual, F(t), aplicada em cada ponto nodal, atuando no sentido transversal e

vertical ao eixo longitudinal da viga, como representado na Figura 22:

FIGURA 22: REPRESENTACAO DO MODELO ADOTADO

Falt)

Yo =~
©s
Y Fzt) Falt) Falt) F5it) Felt) FAt) Falt)

: Elemento 1 || Elemento 2| | Elemeanto 3| |Elemento 4 ||| Elemento 5 || Elemento & || Elemento 7 || Elemeanto n .

Fonte: Elaborado pelo autor.
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No Quadro 5 apresentam-se as propriedades relacionadas a geometria

adotada para a viga do modelo, bem como as propriedades mecéanicas para o material

considerado:

QUADRO 5: PROPRIEDADES DA VIGA MODELO

Descricao Valor Variavel
Area da segdo (m?) 0,12 As
Momento de inércia da segdo transversal (m*) 1,10 x 103 /
Comprimento total da viga (m) 10,00 L
Numero de elementos finitos 8 n
Comprimento do elemento (m) 1,25 Le
Massa especifica do material (kg/m?3) 2.500,00 0
Modulo de elasticidade (N/m?) 20,00 x 10° E

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para a definicdo do carregamento nos nés, considerado como cargas pontuais,

adotou-se a equacgao 3.82.

Uma vez definido o modelo de viga e de forga, utilizou-se o ambiente do

software SCILAB para desenvolvimento de uma rotina para solugcdo numérica da

equagao do movimento (equagdo diferencial de 22 ordem). A rotina segue os

seguintes passos:

a) Entrad

v
v
v
v
v

a dos parametros do modelo tais como:

Comprimento da viga, area e momento de inercia da seg¢ao;
Maodulo de elasticidade e densidade do material da viga;
Numero de elementos finitos;

Carregamento nos pontos nodais;

Noés que sao restritos (apoios);

b) Montagem da matriz massa dos elementos a partir da equagéao 3.69;

c) Montagem da matriz de rigidez dos elementos a partir da equagéo 3.70;

d) Montagem da matriz global de massa e rigidez dos elementos, como

exemplificado na segéo 3.5;

e) Montagem dos vetores das frequéncias naturais da viga pelo método

analitico e método numérico, como exemplificado na sec¢ao 3.6;
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f) Montagem da matriz de amortecimento global a partir da equacgao (3.79).
Neste ponto para definicao dos coeficientes a e 8, foram utilizadas as equacodes
(3.80) e (3.81), sendo w; determinado como o valor médio das 2n-1 primeiras
frequéncias naturais da viga, sendo (n o numero de elementos) e w; como a
média das 2n-1 frequéncias naturais subsequentes. Para as razdes de
amortecimento, ¢; e ¢;, foram adotados ¢; = 0,01 e §; = 0,05;

g) Montagem do vetor de forcas dado pela equacao (3.82);

h) Montagem da equacgao de 22 ordem do movimento para o sistema;

i) Reescrita da equacao do movimento em um sistema de equacgodes de 12
ordem através da utilizacdo do conceito de Variaveis de Estado apresentados
na secgao (3.9);

j) Resolugao do sistema de equagdes de 12 ordem, através do processo

de Runge-Kutta de 42 ordem, apresentado na sec¢éo 3.10.

Com objetivo de se fazer uma analise qualitativa, s&o estabelecidos os

seguintes estudos de caso para permitir uma comparacao:

a) Estudo de caso Ne 1: Analise das frequéncias naturais do sistema.
Neste estudo o objetivo é estabelecer uma comparagcdo das frequéncias
naturais obtidas analiticamente com aquelas obtidas através da solugao
numeérica.

b) Estudo de caso Ne 2: Analise dos deslocamentos na condigao estatica.
Neste estudo de caso, considera-se a carga distribuida equivalente ao peso de

30 pessoas sob a viga de 10 metros de vao, sendo dado pela expressao:

300,700 [kN] _
Br =~ 1o m] 2’10[

k_N
—|-
Também é considerada uma carga distribuida de gy, = 2,94 [kN/m] devido

ao peso proprio da viga, para obtengao da carga total distribuida:

Gtotal = Gpp + Gpviga = 2,10 ["—N] + 2,94 [%”] = 5,04 ["ZN .

m
Aplica-se a carga distribuida total, g;,:4;,um fator de majoragéo igual a 2. Este
valor de fator de majoracado € usualmente utilizado para estudos dinamicos
avaliados como um carregamento estatico equivalente. Esta analise é feita
utilizando o ambiente do programa Ftool Versdo 4.00.04 (programa para a
analise estrutural de pérticos planos e vigas), conforme carregamento indicado

na Figura 23:
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FIGURA 23: CARREGAMENTO ESTATICO

0.08 kN/m 10.08 KN/m 10.08 ki/m 10.08 kN/m 10.08 kN/m 10.08 kN/m 10.08 kN/m 10.08 kN/m

VPV TPV LD LV DRV DTV LU VLS T DL DL VTV LRV VLI LV TR T LTTTL LT

Fonte: Elaborado pelo autor.
c) Estudo de caso Ne 3: Analise dinamica.
Nesta condigéo aplica-se a carga dindmica estabelecida na equagao 3.89 aos
nos entre apoios, onde a carga estatica € igual 700 N, frequéncia da atividade
igual a 2 Hz, utilizando os parametros de um salto normal que séo apresentados
na Quadro 1 para 3 harménicos.
d) Estudo de caso Ne 4: Analise dinamica.
Aplica-se a mesma carga dindmica do caso anterior, variando a frequéncia da
atividade de 1 Hz até 11 Hz, analisando os valores de deslocamentos maximos
de cada um dos nds, para cada uma das frequéncias escolhidas.
e) Estudo de caso Ne 5: Influéncia do comprimento da Viga nas frequéncias

naturais.

Neste caso, fez uma variagao do comprimento da viga e foram calculadas as 3

primeiras frequéncias naturais da viga, para cada comprimento escolhido.

f) Estudo de caso Ne 6: Andlise dindmica quando os espectadores néo
saltam de forma sincronizada.

Diferentemente dos casos anteriores, nesta simulacao as forgas aplicadas aos
nds nao sao sincronizadas. As cargas possuem mesmo médulo e frequéncia,
porém as que estdo aplicadas aos nds 3, 5 e 7 possuem um atraso de 0,22
segundos aproximadamente em relagao as cargas aplicadas aos nés 2, 4,6 e
8, de forma a representar um assincronismo entre os saltos dos espectadores.
A Figura 24 exemplifica este estudo de caso:

FIGURA 24: MODELO DE CARREGAMENTO DO ESTUDO DE CASO Ne 6

[Elemento 4]

1\’9 F(t) F(t+0,22) F(t) F(t+0,22) F(t) F(t+0,22) F(t)

Elemento 5_.|hEI_er_m_3mo 6 | Elemento ?| Elemento 8:

Elemento 1 |LEIememo 2I [Ei_e_r_]_'ln_a_r}lc_)__?,_

T

'.-.-.E_)XEF

NG : NG 6 N6 7 NG &

Fonte: Elaborado pelo autor.
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5. RESULTADOS E DISCUSSAO

5.1 Caso Ne 1

Como resultado do estudo de caso Ne 1, as frequéncias naturais dos 3 primeiros
modos da viga, que s&o obtidas através de solugao analitica e de solugdo numérica,

sdo apresentadas a seguir:

QUADRO 6: FREQUENCIAS NATURAIS DA VIGA MODELO

Frequéncia Natural | Solug¢ao Analitica (Hz) | Solugdo Numérica (Hz) | Erro (%)
W, 9,643 9,644 0,0104
W, 26,585 26,597 0,0451
w3 52,109 52,232 0,2360

Fonte: Elaborado pelo autor.

Como pode-se observar no Quadro 6, as frequéncias naturais do modelo
numeérico se aproximaram da solugao analitica, com erros inferiores 0,25%, indicando

uma proximidade do modelo adotado a solugado exata.
5.2 CasoNe2

Como resultado do estudo de caso Ne 2, os deslocamentos nos ndés, devido a
carga estatica, apresentam os seguintes valores em metros conforme vé-se na Figura
25:

FIGURA 25: DESLOCAMENTOS DEVIDOS A CARGA ESTATICA

Fonte: Elaborado pelo autor.

Em funcao da simetria do modelo, os deslocamentos sao também simétricos
ao eixo de simetria da viga que passa pelo n6é 5. O deslocamento maximo obtido
devido a carga estatica aplicada e ao peso proprio da viga € de 11,93 mm e esta

localizada no centro da viga.
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Para o estudo de caso Ne 3, o grafico da forga aplicada aos nds entre apoios é

apresentado na Figura 26:

FIGURA 26: FORCA GERADA PELO SALTO DE UMA PESSOA

FORCA GERADA PELOS SALTOS
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Nota-se que o carregamento dindmico devido ao salto de uma pessoa, de

aproximadamente 70 kg de massa, com duragao de 1 segundo, resulta em uma carga

maxima cerca de 4,8 vezes superior ao valor da carga estatica.

A Figura 27 a seguir, apresenta o modelo do estudo de caso Ne 3 em questéo,

onde F(t) € a representacéo for¢a gerada pelo salto de uma pessoa (Figura 26):

F(t)

Jqg
;Elemento 1"|

|Elemento 2-'

FIGURA 27: MODELO ESTUDO DE CASO N°3

F(t) F(t)

.Elemenlo SEHEIemento 4|

F(t)
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|Elemento 6| | Elemento 7

EIEIemento 8\;

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Como o modelo apresenta simetria em relagcdo ao n6é 5 (Figura 27), os

deslocamentos do n6 2 séo iguais ao do nd 8, os do n6 3 s&o iguais ao do nd 7, e por
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fim, os do n6 4 tém mesmo valor aos do né 6. Os deslocamentos alguns destes nos

sdo apresentados na Figura 28, a seguir:

FIGURA 28: DESLOCAMENTOS DOS NOS DA VIGA MODELO COM O CARREGAMENTO
DINAMICO
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Analisando o grafico da Figura 28, observa-se que os maiores deslocamentos

ao longo do tempo encontram-se no centro da viga, assim como para o deslocamento

causado pela carga estatica.

No entanto, nota-se que o deslocamento maximo obtido durante a analise dindmica
€ de aproximadamente 0,115 m, ao passo que na condi¢cio estatica o maximo
deslocamento para o mesmo ponto € de 0,01193 m, ou seja, fazendo-se uma
comparagao dos casos, observa-se que o deslocamento no caso dindmico é
aproximadamente 9,6 vezes superior que no caso estatico. Assim, uma carga
dindmica como a proposta que atue por um periodo prologado pode induzir altas

tensbes que causara danos a estrutura.

Os graficos das velocidades e aceleragbes dos ndés sdo apresentados nas

Figuras 29 e 30, respectivamente:
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FIGURA 29: VELOCIDADE DOS NOS DA VIGA MODELO COM O CARREGAMENTO DINAMICO

VELOCIDADES
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Fonte: Elaborado pelo autor.

FIGURA 30: ACELERACOES DOS NOS DA VIGA MODELO COM O CARREGAMENTO DINAMICO
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Fonte: Elaborado pelo autor.

A partir da analise dos graficos da velocidade e aceleragbes acima
apresentados, observa-se que a estrutura possui um amortecimento subcritico e tende

a amortecer a vibragdo num tempo maior que o tempo de atuagéo da carga (t> 1s).
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No entanto, os picos dos valores de aceleragdo maximos variam de 60 a 100

m/s?, o que causaria um extremo desconforto aos espectadores. A efeito de

comparagao, Bachmann et al (1995) apresentam limiares para percep¢ao humana a

aceleragao os seguintes valores:

QUADRO 7: LIMIARES DA PERCEPGCAO HUMANA PARA VIBRAGOES HARMONICAS VERTICAIS

Frequéncias 1 a 10 Hz Frequéncias 10 a 100 Hz
Descricao Picos de aceleragio Picos de velocidade
(mm/s?) (mm/s)
Apenas Perceptivel 34 0,5
Claramente
100 1,3
Perceptivel
Perturbador /
550 6,8
Desagradavel
Intoleravel 1800 13,8
Fonte: Bachmann, 1995.
54 CasoNe4

Na Figura 31 apresenta-se o grafico dos maximos deslocamentos dos nés em

funcao da frequéncia da atividade de saltar:

FIGURA 31: DESLOCAMENTOS MAXIMOS DOS NOS EM FUNCAO DA FREQUENCIA DA

ATIVIDADE
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O grafico da Figura 31 apresenta os deslocamentos maximos dos nés como
pontos discretizados para cada frequéncia analisada. No entanto, para facilitar a
analise e visualizacdo do comportamento dos deslocamentos maximos em fungao da
frequéncia da atividade, os pontos discretizados sao ligados através de linhas

tracejadas.

No intervalo analisado, compreendido entre 1 Hz e 11 Hz, os maiores
deslocamentos séo obtidos quando a frequéncia se aproxima da primeira frequéncia
natural, onde ocorre o efeito de ressonancia. Porém, para este caso, apesar da viga
possuir a primeira frequéncia natural no valor de 9,644 Hz, observa-se que também
ha um aumento nos deslocamentos maximos quando proximos a faixa de frequéncia

esperadas para o salto de uma pessoa (de 1,8 Hz a 3,4 Hz).
55 CasoNe5

Na Figura 32 apresenta-se a evolugao das 3 primeiras frequéncias naturais da
viga com o aumento do comprimento da mesma. Os valores de frequéncia natural séo
pontos discretos calculados para cada comprimento da viga analisado. Porém, estes
pontos sao interligados para melhor visualizagao.

FIGURA 32: EVOLUGAO DA FREQUENCIA NATURAL COM A VARIAGAO DO COMPRIMENTO DA
VIGA

Frequéncias Naturais x Comprimento da Viga

juencia Natural
ncia Natural

3" Frequéncia Natural

Frequéncias Naturais (Hz)

Comprimento da Viga (m)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Observa-se que as frequéncias naturais sao inversamente proporcionais ao
comprimento da viga, ou seja, com o aumento do comprimento da viga, as frequéncias
naturais reduzem-se. Como a estrutura manteve as propriedades mecanicas do
material e as propriedades geométricas da se¢cdo (mesmo momento de inércia,
densidade e modulo de elasticidade), com o aumento do comprimento da viga,

aumenta-se a massa e as frequéncias naturais reduzem-se.
56 CasoNe6
As Figuras 33 a 36 apresentam os resultados para o estudo de caso Ne 6:

FIGURA 33: FORCA GERADA PELOS SALTOS ASSINCRONOS (ESTUDO DE CASO Ne 6)
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Observa-se na Figura 33 que as forgas aplicadas aos nés no estudo de caso
Ne 6 possuem a mesma forma, frequéncia e intensidade, estando defasadas no

tempo.
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FIGURA 34: DESLOCAMENTOS DOS NOS DA VIGA COM SALTOS ASSINCRONOS (ESTUDO DE
CASO Ne 6)
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Os deslocamentos maximos dos nos apresentados na Figura 34 sédo cerca de
duas vezes menores do que aqueles apresentados na Figura 28, quando todas as
forcas aplicadas aos nds estavam sincronizadas. Isso demonstra que o sincronismo
do movimento influencia diretamente nos deslocamentos maximos da viga. Quando o
movimento dos espectadores é sincronizado, obtém-se maiores deslocamentos dos

nos da viga.

A seguir apresentam-se as velocidades e aceleragbes dos nds para o estudo

de caso Ne 6:
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FIGURA 35: VELOCIDADE DOS NOS (ESTUDO DE CASO Ne 6)
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Fonte: Elaborado pelo autor.

FIGURA 36: ACELERACOES DOS NOS (ESTUDO DE CASO Ne 6)
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Assim como observado para os deslocamentos, as Figuras 35 e 36 também
indicam que houve uma redugdo significante nas amplitudes de velocidade e
aceleracédo e se comparadas as Figuras 29 e 30, respectivamente, onde todas as
forcas dindmicas estavam sincronizadas.
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6. CONCLUSAO

Conclui-se que as cargas dindmicas, oscilando em frequéncias proximas as
frequéncias naturais da estrutura, geram deslocamentos maiores que cargas estaticas
de mesmo moddulo. Porém, ainda que a estrutura seja excitada numa frequéncia
diferente de sua frequéncia natural, sob condi¢des especificas, existe a possibilidade
de ocorrerem aceleragdes relativamente altas que, se ndo comprometerem a

integridade da estrutura, trazem a sensacao desconforto aos ocupantes.

Como constatado, uma carga dinamica de menor magnitude pode gerar
deslocamentos superiores a cargas estaticas de maior magnitude. Logo nem sempre
majorar a carga estatica no dimensionamento é suficiente para se garantir que a
estrutura ndo apresente problemas relacionados a vibragbdes, deslocamentos

excessivos e, consequente desconforto.

Entre as maneiras de reduzir os efeitos da vibracdo na estrutura, busca-se
distanciar ao maximo as primeiras frequéncias naturais do sistema, da frequéncia de
excitacdo. No caso de vigas, o aumento da rigidez pode ser obtido através da reducéao
do seu comprimento. Porém em estadios, a reducdo do comprimento da viga implica
na reducdo do campo de visdo dos espectadores. Assim, ha situacbes que se faz
necessaria a adoc¢ao de solugdes mais complexas como, por exemplo, a inclusdo de

sistemas de amortecimento.

Pode-se concluir também que o sincronismo entre os saltos impacta
diretamente nos deslocamentos da estrutura. Quando todos saltos estao
sincronizados, as forgas nodais estdo atuando no mesmo sentido e seus maximos
ocorrem no mesmo instante de tempo, contribuindo para o aumento dos

deslocamentos.

Cabe destacar que o salto de uma pessoa corresponde a um fenémeno
randémico, sendo os resultados obtidos também randdmicos. Nesta circunstancia
uma analise estatistica se faz necessaria. Portanto, sugere-se como proposta de
trabalho futuro, a realizagédo de uma analise estatistica para cargas de saltos obtidas

de forma experimental, para novas simulagdes e avaliacio dos resultados.



61

7. REFERENCIAS

ASSOCIAGAO BRASILEIRA DE NORMAS TECNICAS. NBR 6118: Projeto de

estruturas de concreto — Procedimento. Rio de Janeiro, 2014. cap.23, p.192-193.

BACHMANN, H. et al. Vibration problems in structures: practical guidelines.
Basel: Birkhauser Verlag,1995.

BATHE, K.J. Finite Element Procedures. 22 ed. Massachusetts: Prentice Hall, 2014.

BOYCE, W. E.; DIPRIMA, R. C. Equag¢oes diferenciais elementares e problemas
de valores de contorno. Tradugéo de Valéria de Magalhaes lorio. 102 edi¢éo. Rio de
Janeiro: LTC, 2015.

ELLIS, B. R,; JI, T.; LITTLER, J. D. The response of grandstands to dynamic crowd
loads. Proceedings of the Institution of Civil Engineers - Structures and
Buildings. London, nov. 2000, v. 140, p. 355-365.

ERLINGSSON, S.; BODARE, A. Live load induced vibrations in Ullevi stadium —
dynamic soil analysis. Soil Dynamics and Earthquake Engineering. Great Britain,
15, p.171-188, 1996.

FIGUEIRAS, H.: FELIX, C.; FIGUEIRAS, J. Ensaio de Degraus Pré-Fabricados
Constituindo Bancadas do Estadio do Dragao. Porto: FEUP, 2004.

HAMILL, J.; KNUTZEN, K. M.; DERRICK, T. R. Biomechanical Basis of Human
Movement. 42 ed. Philadelphia: Wolters Kluwer, 2015.

JULIANI, M.A. et al. Avaliagao dinamica das arquibancadas do Estadio Olimpico
Joao Havelange utilizando simulagdao numérica e monitoragdo. 1° Encontro
Nacional de Pesquisa-Projeto-Producdo em Concreto Pré-Moldado. Sao Carlos,
2005.

MEIROVITCH, L. Fundamentals of Vibrations. New York: McGraw-Hill, 2001.

OGATA, K. Engenharia de controle moderno. Tradugcdo de Heloisa Coimbra de

Souza. 5% ed. Sao Paulo: Pearson Prentice Hall, 2010.

RAO, S. S. Vibragées mecanicas. Tradugado de Arlete Simille Marques. 42 ed. Sao

Paulo: Pearson Prentice Hall, 2008.



62

SILVA, C. Analise de vibragoes em elementos pré-fabricados de bancadas de
estadios. 2012. Dissertacao (Mestrado em Engenharia Civil) - Universidade Nova de
Lisboa, 2012.

SORIANO, H.L. Introdugdo a dindmica das estruturas. 12 ed. Rio de Janeiro:
Elsevier, 2014.

. Mechanical Vibrations. 52 ed. New Jersey: Pearson Prentice Hall,
2011.

THOMSON, W. T. Teoria da vibragao com aplica¢ées. Tradugao de Cassio Sigaud.
12 ed. Rio de Janeiro: Editora Interciéncia, 1978.

VALLE, K. N. F. Métodos Numéricos de Euler e Runge-Kutta. Belo Horizonte:
Universidade Federal de Minas Gerais; 2012.



