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Algebra Linear
e Velores



Unidade |

Velores

Nesta Unidade, estudaremos os vetores, entidade matematica dotada de trés
componentes para bem defini-la, pois trata-se de uma grandeza composta de um
modulo, uma direcdo e um sentido. Até o0 momento, trabalhamos com grandezas
chamadas de escalares, que sdo quantidades representadas em uma escala, e
que se definem completamente por uma informagdao numérica acompanhada, se
necessario, de uma unidade. Sdo grandezas escalares, por exemplo, 1 Kg, 3 Km,
45 m2, 13 m3 , as quais mensuram, respectivamente, massa, distancia, area e
volume. Nesta Unidade estudaremos as grandezas vetoriais. Uma grandeza vetorial
¢ representada por um vetor; este € um elemento para o qual sdo necessarias trés
informagdes, para bem defini-lo: 0 mddulo, a diregdo e o sentido. Como exemplo
de grandezas vetoriais, podemos citar forca, velocidade e aceleracao.




1.1 Segmentos orientados e segmentos equipolentes. Conceito de vetor como grandeza matematica

Definimos como vetor o conjunto de segmentos orientados, dotados de modulo ou norma, dire¢do e sentido.
Entendemos modulo como sendo o tamanho, a intensidade do vetor. Dire¢do pode ser entendida como a reta
que suporta o vetor, ou seja, a reta que contém o segmento que representa o vetor; ja sentido ¢ entendido como
para onde o vetor atuara. Por analogia, podemos entender como dire¢do uma grande rodovia; sentido, como
sendo aquele que vai da cidade 4 para a cidade B, ou vice versa. Ja o modulo pode ser comparado a distancia

entre as cidades 4 e B. Assim,

Representagdo de um vetor

Fonte: elaborado pelo autor

Fique atento

Observando a figura que representa um vetor no plano, temos que:

Direcéo: sera dada pela reta AB ouretar, que suporta o vetor ¥, bem como por todas as
demais retas que sejam paralelas a reta r
Sentido: de 4 para B, segmento orientado de A para B

- — . . - -
Médulo ou Norma: tamanho do segmento AB ou do vetor v, indicamos como: |¥| ou || V]|

—_— . . . ’ . ~ . 7
¥ = AB vetor é comumente indicado por letra mintiscula com flecha acima, ou, entdo, letra mintiscula
em negrito: v

Definimos segmentos equipolentes como sendo aqueles segmentos orientados que t€ém a mesma direcao, o
mesmo sentido € 0 mesmo moédulo.

Segmentos equipolentes

B D J
F

=

I
=,

Fique atento

Observando a figura que representa segmentos equipolentes, temos que:

sdo equipolentes, respectivamente, 0s segmentos: AB s @, EF , € GH s Tj

Caso o ponto inicial e o ponto final de um vetor coincidam, dizemos que ele tem comprimento zero, € o

. - =
denominamos como vetor nulO, v=0.



-

Podemos considerar cada ponto do espago como origem de um segmento orientado, que representa um
vetor;

Qualquer ponto do espago pode representar o vetor nulo, pois um ponto ndo tem dimensao;

Para cada vetor ¥ , ndo nulo, corresponderd um vetor oposto, designado por —¥ , que terd mesma
diregdo, mesmo modulo e sentido oposto ao do vetor U;

Entendemos como vetor unitério, aquele em que possui modulo igual a 1, ou seja, |¥|=1 ou ||¥]| = 1.
Dois vetores serdo colineares se tiverem a mesma dire¢do, ou seja, se pertencerem a mesma reta suporte
ou a retas paralelas;

> —

Sendo os vetores ndo nulos, U, ¥ e W, pertencentes ao mesmo plano, diremos que sdo coplanares;

.
Chamamos de versor do vetor ndo nulo ¥ ao vetor unitario A, , de mesma diregdo e sentido do vetor

<
| =

v, de tal forma que: 1, = — = vetor dividido pelo seu modulo);
aue A = 5 = |

Dois vetores, U e U, serdo paralelos, indicamos por U // ¥, se os seus representantes tiverem a mesma

=

direcdo;
-

Dois vetores, U e U, serdo ortogonais; indicamos por u L ¥, se pelo menos um representante de i

formar angulo reto com algum representante de .

~

/

Vamos a uma aplica¢do de alguns dos conceitos estudados até aqui. Dado o paralelepipedo retdngulo, discutir

as afirmativas como verdadeiras ou falsas:

¢  a) AD =BC b) AB = —DC c) 4F // DG d) EH L EF
4 ‘ e) AD , AC e BC sio coplanares f) CG =-FB

b g) DH ¢ ortogonal ao plano EFG h) FG ¢ paralelo ao plano ADC
' 1) DH é ortogonal a FG 1) DH 1 FG




Algebra Linear
Daniela Fernandes — pagina 61
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Esta curioso? Ficou interessado? Quer expandir seus conhecimentos? Visite a biblioteca Pearson em:

~

Algebra Linear
Neide Franco — pagina 61

1.2 Vetores no R? e R3: tratamento geométrico e analitico, bases candnicas, combinacio linear

Definimos, geometricamente, o conjunto de vetores no plano cartesiano x0y, RxRR, como sendo dado por:

R? = RxR = {(x,y)| x,y R}. Assim, qualquer vetor ¥ = AB adotado nesse plano sempre tera um

representante equipolente cuja origem ¢ a origem do sistema, conforme mostra a figura.

Segmento orientado OP como representante do vetor U

4

by

B

=y

e . . « g .
Dessa forma, representamos o vetor ¥ = AB de maneira mais amigavel como ¥ = OP, ou ainda ¥ =(x ; y),

de modo que as coordenadas do ponto P sejam as componentes do vetor 7.

ty
B=(x;y) |#l=0P=P—-0
P
P s :
7] Aplicando Pitagoras: |U| = ||¥]| = y/x% + y2 médulo ou norma do vetor
v 0 .

Chamamos de Base Canénica de um espago vetorial a mais usada como base geradora de um espago. Assim,

pensando no plano, que indicamos por R?, teremos: R? = RxR = {(x,y)| x,y € R}. O par ordenado (x, y)

que representa um vetor pode ser escrito na forma: (x.y) = (x,0) + (0,y) = x(1,0) + y(0,1). Chamando

(1,0) =7 e (0,1) = J, definimos entio 7 e J como versores, ou vetores unitarios da base canénica no R?.



Por exemplo, o vetor dado por (—2,3) pode ser escrito como —27 + 37, ja o vetor dado por (0,2) podera ser

escrito como 2J.

ALY 2 > >
Base candnica no R* com o0s versores L]
ny

i .

0 ? X

-~

No espaco tridimensional, que indicamos por R3, teremos: R3 = RxRxR = {(x,y,2)|x,y,z € R}. A tripla

ordenada, ou 3-upla (x,y,z), que representa um vetor, pode ser escrita na forma (x,y,z) = (x,0,0) +
(0,y,0) + (0,0,2) = x(1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0,1). Chamando (1,0,0) =7 ; (0,1,0) =7 e (0,0,1) = E,
definimos entdo 7, J e k como versores, ou vetores unitarios da Base Canénica no R3. Por exemplo, o vetor
dado por (—2,3,1) pode ser escrito como —27 + 3] + K, jé o vetor dado por (—5,0,—3) podera ser escrito
como —57 — 3k. Outra forma de indicar os versores que constituem a base candnica no R3 ¢ usando

circunflexo no lugar da seta indicativa de vetor: (1,0,0) =1 ; (0,1,0) =] e (0,0,1) =k

- —
Base Canonica no R3 com os versores 1,7,k Vetor ¥ = xT+ yj + zk no R3
AT
12 zk
- 7
Kk v
Ly s ¥
1/ 7 y ¢ y
xi
x

Definimos o médulo de um vetor ¥ = xI + yJ + zk no R3 como sendo |3] = ||3]] = /x2 + y2 + 72

Denominamos como combinagdo linear a forma de gerar um vetor a partir de outros vetores, usando pesos.
Confuso ? Nao fique; veja como ¢ simples o conceito ...

O elemento ¥ = (4,3) € R? é combinacdo linear dos elementos ¥; = (1,0) e ¥, = (0,1) , pois pode ser
escrito como: ¥ = (4,3) = 4(1,0) +3(0,1) = 4%, + 3V, =~ ¥ = 4¥; + 37, Ouseja, dizemos que neste
caso ¥ é combinagdo linear de ¥; e ¥,. Note que ¥; =1 e ¥, = J, portanto, sdo versores da base candnica,

ou base primitiva no R?.



O vetor ¥ como combinagio linear dos vetores ¥; e ¥,

7, = (1,0) 4:7, X

Fonte: elaborado pelo autor

Mais calmo agora ? Nao falei? Estudando, tudo passa ... apreenda os conceitos e nomenclaturas; embora soem

estranhos, sdo fundamentais para sustentar a estrutura algébrica e geométrica que envolve o assunto.

™

As imagens coloridas exibidas nas telas dos monitores sdo criadas a partir de pixels, que

sdo pontos posicionados na tela. Cada pixel é dotado de trés nimeros que estabelecem sua matiz,
sua saturagdo e seu brilho. Destarte, a imagem colorida pode ser entendida como a n-upla, ou
quadra ordenada, dada pelo vetor ¥ = (x,y,h,s,b), onde: x € y sdo as coordenadas do pixel na
tela, enquanto /4, s ¢ b sdo, respectivamente a matiz, hue em inglés, a saturagdo e o brilho. Vocé

ndo imaginava isso, ndo ¢? Ha razdes que a nossa singela razdo desconhece ...

- /

1. 2.1 Operacdes com Vetores: igualdade, adicio, subtracao, multiplicaciio por escalar, modulo, versor

Dois vetores serdo iguais quando forem representados por segmentos equipolentes, ou seja, possuirem mesma

dire¢do, mesmo sentido e mesmo modulo.
. - . o xX=z
Matematicamente, dados u = (x,y) e v = (z,w), se: U = UV = Se, e somente se: {y —w-
A adigao de vetores ¢ possivel de duas maneiras, veja so:
1. Geometricamente: Seja um representante qualquer do vetor @ = AB e o representante do vetor b
que tem origem no ponto B. Considere C como sendo a extremidade do vetor b ; desse modo definimos

—_— -
o vetor AC como sendo um representante da soma entre os vetores d € b.



Adigio geométrica de vetores: ¥ = AC = AB + BC

=)
ve)
Sl
0

Qu

Fonte: elaborado pelo autor

2. Algebricamente: Dados U = (uq,u;) € ¥ = (vq,V,), temos que U + ¥ = (uy + vy ; Uy + ) ou,

ainda, se U = (Uy, Uy, Uz) € U = (Vq,V,,V3), teremos que U + U = (Uy + vy ; Uy + Uy ; Uz + V3).

Podemos entender a subtragio entre dois vetores % e ¥, ouseja U — ¥, como sendo a soma do vetor % com

o oposto do vetor ¥, ou seja, —v. Assim, U — U =U + (—7).

Definimos a multiplicacdo de um vetor por um escalar @ como sendo um novo vetor, em que cada uma de

suas componentes serda multiplicada por @. Vejaso: U = (uq,Uy), entdo a-Ud = (a - u;, a-uy) .

Operacoes algébricas com vetores a partir de suas componentes

Sejam: U = (—1,5,3) ¢ v = (2,-3,4), entdo teremos:

e i—-#=(-1,5,3)—(2,-3,4)=(-1,5,3)+(-2,3,-4) ~ i —=(-3,8,-1)

S>U-U=-30+8—k

e —5.3=-5(2,-3,4)=(-10,15,-20) = 5-%=—107+ 15/ — 20k

o Jul=ull=y(D2+ )2+ (3)2=vV1+25+9=+35 (modulo do vetor i)

o |3 =18l=y()2+(-3)2+4)2=V4+9+16 =39 (mobdulo do vetor ¥)

~ . z ) Z _u (-1,5,3) _ (-1,5,3)
e Versor do vetor U , que pode ser indicado por A;;: Ay = ﬁ = EETGETOL = =
dy=——=i+ S 7+—k (versor do vetor &)
u V35~ ¥357 V35

-

R
e Versor do vetor ¥, que pode ser indicado por )lv: lv =

| =

_ (2,-3,4) @234 _ (2,34
|~ J@)2Z+(-3)2+(4)2  Va+o+ie 39

<



-,

=

—1
V39

3—)
T

4 7 >
Ve k (versor do vetor v)

e Oversor A ¢ o vetor unitario da base candnica na dimensdo em que se encontra o vetor.

dado por U = (Uy; U,; U3) .

Certos microprocessadores eletronicos sdo projetados para receberem quatro voltagens de
entrada e responder com trés voltagens de saida. Considerando as voltagens de entrada como um
conjunto de vetores no R* e, consequentemente, as voltagens de saida, as respostas, serdo
consideradas vetores no R3. Desse modo, entendemos tal microprocessador como um aparelho

que transforma cada vetor de entrada no R* dado por % = (#iy; Uy; Us; Us) em um vetor no R3

~

-
—
2\

\_

i
e

Fernandes

Pag. 64

Franco

Pag. 63

1.3 Produto entre vetores

Ja vimos como multiplicar um vetor por um escalar, veremos agora como multiplicar vetores entre si.

Estudaremos trés casos: o produto escalar, o produto vetorial e o produto misto. Além disso, veremos como

interpretar geometricamente tais operagdes. Calma, nao fique ansioso, tudo tem seu tempo. Vamos a elas ...

1.3.1 Produto Escalar: interpretacio geométrica e aplicacoes

Definimos como produto escalar ou produto interno de dois vetores U = (x1,y,) € U = (X3,V,) , € indicamos

pori - U o numero real obtido a partir da soma do produto dos respectivos componentes dos vetores U e V.

UV =(x,y1).(x2,¥2) = 1% + Y1 ¥

Podemos indicar também o produto escalar por < i, U >, que lemos: “u escalar v".



Veja s6: Dados: 4= (2,3) e ¥ = (4,—1),temos que: u v =(2,3).(4,-1)=(2).(4)+3).(-1)=5

U v=>5
LW
N\ 7

Fique atento

E interessante observar que o resultado do produto escalar é um escalar, como o nome da operagdo

sugere.

Podemos interpretar geometricamente o produto escalar entre os vetores i e ¥, ndo nulos, como sendo o
produto da projegdo do vetor U sobre o vetor ¥, pelo médulo de ¥, ou seja, o produto escalar serd igual ao
produto dos mddulos de ambos os vetores pelo cosseno do angulo por eles formado.

Matematicamente: U+ ¥ = |i||¥|cos@ , onde 6 ¢é o menor dngulo entre os vetores iU e V.

Projecdo do vetor U sobre o vetor ¥.

|

|

i/

|

o |

sl -
|t]|cose v
Veja s6 uma aplicagdo do conceito: Dados os vetores 7 = 7+ ] + 4k e ¥ = —T + 2j + 2k , determinar o
angulo por eles formado.
et v (114)-(-1,2,2) ~14248 9

Soluciio: Como: u v = |ul|v|cos@ = cosh = == - cosh = = =—
u¢ vl [al[v] JORH @@ D@+ @F  ViBV9 Ve

V2

2 cost9=7 => 0 =45°



A

\

: . ~ . A s .
Dizemos que dois vetores sdo ortogonais se o angulo teta entre eles for: 8 = 5 rad. Assim,

dois vetores nao nulos serfo ortogonais se o produto escalar entre eles for zero. Lembre-se de que
T ~
cos - = 0, entdo temos:
T
i-9= |17||17|cos(;)= [Q13.0=0 ~%- =0 = W LlD
Dizemos também que dois vetores serdo paralelos se possuirem a mesma dire¢ao e nesse caso nao

ocorrera angulo entre eles. Assim, pela defini¢do de produto escalar entre vetores, chegamos a

outra interpretacdo geométrica importante: dois vetores niio nulos serdo paralelos se e somente se:

- -

u-v = |ullv]

uv . . ~
Noteque: - ¥ =v-u ; t-u = |i|*> ; cosd = m (determinar o angulo entre dois vetores ndo
ul|v

nulos)

/

1.3.2 Produto Vetorial: interpretacio geométrica e aplicacoes

O produto vetorial ou externo entre dois vetores U e ¥, ndo paralelos entre si, serd indicado por U X U, 1é-se

“u vetorial v”, e tem como resultado um terceiro vetor com as seguintes caracteristicas:

O vetor resultante ¢ perpendicular aos vetores i e 7;
Os vetores U, U e U X U, nesta ordem, formam um triedro positivo, conforme mostra a figura abaixo;
O modulo do produto de U por ¥ sera dado por: |U X ¥| = |u||v|send , onde 6 é a medida do angulo
entre os vetores U € U;
O produto vetorial ndo é comutativo, ou seja, U X ¥ # U X U ;
O produto ¥ X U resulta em um vetor de sentido contrario ao produto % X ¥, como mostra a figura
abaixo;
Caso ocorra 7 X% =0 = um dos vetores é nulo ou os vetores s3o paralelos, pois senf =0
caso 8 = 0° ou 6 = 180°

Representacdo geométrica do produto vetorial U X ¥

UXV

<l

v
vXUu

Fonte: elaborado pelo autor



Para calcularmos o produto vetorial entre os vetores % € ¥, vamos usar um artificio que permite visualizar o

= i = .
resultado do produto entre os versores 7, J e k . Note que os versores 7, J e k , nesta ordem, formam o triedro
positivo, mostrado na figura abaixo. Vamos utilizar a “regra da circunferéncia” para efetuar o produto externo
dos versores, cujo resultado sera o versor subsequente, sempre considerando o sinal positivo se 0 caminho na

circunferéncia for no sentido anti-horario, ou negativo, se for no sentido horario. Veja so:

Triedro positivo Versores na circunferéncia Produto resultante entre os versores
kxi=J
= -
l IX]=k
Ixk=1
= Ixk=—]
] - - -
JX1=—k
\IXT=7X]=kxk=0

Desse modo, dados U = x,0+ y,] + z:k € U = x,0 + V5] + 7,k , definimos U X ¥ como:

U XD = (g0 + y1] + 21k ) X (%21 + yo] + z,k) = efetuando o produto, usando a propriedade distributiva,
vem:

UXD=x,0,0 X T+ 0,7,0 X ] + x12,0 X K +
+Y1%2] X T+ Y1y2] X J + y12,] X k +
+zyx,k X T+ z,V2k X [ + 212,k X k

-

Como: kxT=] ;ixj=k ; kx]=—=1;ixk=—] ; Ixi=jxj=kxk=0 , efetuando os

cancelamentos possiveis e fatorando a expressao resultante em relagdo aos versores I, J e k , vem:

UXV= (Y12, — Y22l + (X221 — x123)] + (X1Y2 — %251)k

A equagdo algébrica acima, que fornece o resultado do produto vetorial entre os vetores U = x,1 + y,J + zlk)

e ¥ =x,0 + ] + z,k, pode ser obtida de modo prético, aplicando o método de Laplace no falso

determinante, indicado por:

5
T ] k

— -

UXV=(xy yp 74
X2 Y2 23



UXV=(y1.2, = ¥2.21). 1= (X1. 2, — X2.20)] + (x1. Y, — x2'Y1)E

J
L,

Fique atento

Chamamos de falso determinante, pois entendemos determinante como sendo um escalar, nimero real,

que € associado a uma matriz mediante certas operagdes, que ndo ¢ o caso em questdo. Note que a

. . . , > > e . .
primeira linha é composta pelos versores I, ] e k ¢ a segunda e terceira linha, pelos componentes do
vetores U e V.

O produto vetorial também pode ser indicado por & A V. Lé-se “u vetorial v’
Veja um exemplo: Dados 4 = 57 + 4] + 3k e ¥ =1+k, temos que U X ¥ serd:

= (41-03)1— (5.1 — 1.3)] + (5.0 — 1.4)k = 47 — 2] — 4k

<l

X

<N

Il
_ U1~
O W~y
_ W XY

L UXD=4T— 2] — 4k

Geometricamente, interpretamos o médulo do produto vetorial como sendo numericamente igual a area do

paralelogramo formado pelos vetores i e ¥.

Paralelogramo gerado pelos vetores i e ¥

—

v
h

|
|
|
|
|
[

—

u

Determinando a 4rea do paralelogramo, podemos escrever que: h = |¥|sen

= Area = |1||V|send = |u x V| ~ Area = |i x D)



2 4 p

ol

Note que a dire¢do do vetor resultante do produto vetorial pode ser determinada pelo que
chamamos de “regra da mao direita”, na qual o dedo indicador faz referéncia ao vetor u; o dedo
médio faz referéncia ao vetor ¥; e o polegar, o famoso “deddo”, indicara a dire¢do do vetor
resultante, ortogonal a ambos. A ordem da multiplicagdo ¢ muito importante, pois o produto
vetorial ndo ¢ comutativo. Invertida a ordem do produto, teremos a direcdo do vetor resultante

contraria aquela mostrada na figura.

Resultante do produto vetorial & X ¥

Uxv

N )

1.3.3 Produto Misto: interpretacio geométrica e aplicacoes

Sendo i, 7 e W vetores do espago tridimensional, ou seja, no R3, definimos como produto misto o produto
i - (¥ X W), que também pode ser indicado por (%, ¥, w). E interessante notar que o produto misto resultara
em uma grandeza escalar, pois, (¥ X W) serd um vetor, que multiplicado escalarmente pelo vetor 1 resultara
em um escalar. Para o calculo do produto misto, efetuamos primeiramente o produto vetorial (produto externo)

e, em seguida, o produto escalar (produto interno). Veja so:

Dados os vetores: U = (X1, ¥1,21 ), U = (X3,V2,23) € W = (X3,V3,23), determinar U - (¥ X ).

-

T 7 k
Como: (17 X V—I;) = |x / = |y2 %3 |x2 % |x2 y2| E (um vetor)
: = Z,| = -
2 V2 Z2 Y3 Z3 X3 Z3 X3 Y3
X3 Y3 Z3
o s — Y2 Zz X Zy X2 Y2
Entao: u- (v Xw)=x | | — | | +z | | um escalar
( ) Hys z3 Vxs z3 Vxs y3 ( )
X1 Y1 241
Portanto, podemos escrever que: U - (D X W) = [X2 Y2 22
X3 Y3 Z3

Assim, de modo prético, temos que o falso determinante da matriz 3x3, cujos elementos sdo os componentes

- —

dos vetores U,V e w, fornecera o resultado do produto misto entre os vetores i,V e W, nesta ordem.



Veja s6: Sendo, 4 = (2,3,5), v = (—1,3,3) e w = (4,-3,2), calcular U - (¥ X w).

2 3 5
u-(Wxw)=|-1 3 3|=27 ~u-(Wxw)=27
4 -3 2

\
(/ O produto misto 1 - (¥ X W) muda de sinal ao trocarmos a posi¢do de dois vetores: do
exemplo anterior, temos que: U - (¥ X W) =27 = w- (¥ X 1) = —27 (trocamos u € V)

=% (WX D)= —27 (trocamos v e w) %-(BxXw) =0 somente se os trés vetores forem

coplanares, ou seja, pertencentes ao mesmo plano.

/

Interpretamos geometricamente o produto misto como sendo numericamente igual, em modulo, ao volume do

- —

paralelepipedo cujas arestas sdo determinadas pelos vetores ndo coplanares U, ¥ e w, indicado por: V =
|u- (¥ xw)|ouainda V = |(U, v, W)].
Observando a figura, temos que:
Area da base do paralelepipedo sera dada por: | X W|
Se 0 é o angulo formado entre os vetores U e ¥ X W, e, sendo o vetor ¥ X W
ortogonal a base, temos que a altura sera paralela a ele, portanto, temos que:

h = |i||cos@| = V = areada base - altura -~ V =|u- (¥ xXw)|

Aplicagdo: Dados os vetores 7 = 3T +mj — 2k , %= (1,—1,0) e w = (2,—1,2), pede-se determinar o
valor do pardmetro m de modo que o volume do paralelepipedo determinado pelos vetores 1 , ¥ e W seja 16 u3.

Soluciio: Sabemos que o volume é dado por: V = |1 - (¥ X W)|, e que V = 16 u3. Determinamos o produto misto entre

3 3 =2
osvetores: U-(TPxXxw)=[1 -1 0|=-2m—-8 =~|u-FTxw)|=|-2m—8|=16
2 -1 2
Assim, pela defini¢do de modulo, temos que: —2m —8 =16 ou —2m — 8 = —16, 0 que nos permite o calculo de
m:
Se: —2m—-8=16=> m=-12 ; Se: —2m—8=—-16 > m = 4.
Portanto, para que o volume do paralelepipedo seja 16 u3, teremos que ter: m = —12 ou m = 4.



1.4 Sintese da Unidade:

Nesta Unidade, apresentamos o conceito de vetor: uma grandeza matematica dotada de médulo diregdo e
sentido, ou seja, uma grandeza vetorial. Estabelecemos a diferenca entre grandezas escalares e vetoriais, além
de definirmos as regras operatorias com vetores, tanto as basicas, adi¢do, subtracdo, multiplicagdo de vetor
por escalar, quanto as mais sofisticadas, tais como: conceito de versor, combinacdo linear e produto entre

vetores. Importante destacar as interpretagdes geométricas pertinentes aos produtos: escalar, vetorial e misto,

conceitos importantes para a resolug¢do de inimeros problemas.

1.5 Para Saber Mais:
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1.6 Aprendendo:

1. Dado que it = (2,3) e ¥ = (3,4), pede-se determinar o vetor: w que satisfaz a equacdo vetorial:

200 — 1) = 10(W + ).

Resolugédo




2. Esboce, no plano cartesiano, os vetores: % = (2,5); ¥ =(-3,2);w=(0,—-4); §=(-3,0)

Resolucao

3. Dados os pontos A(—1,3,8) e B(5,3,7) € os vetores u = 21— 3]+ ke d=1- 6] + 5k , pede-se
determinar: a) AB - (1 + ¥) b)u x v )V XU d) o 4ngulo 0 entre os vetores U e V.

Resolucao

4. Dados os pontos 4, B, C, D, E, F e G, vértices do solido geométrico na figura, pede-se determinar suas

coordenadas e a posi¢do em que se encontram no sistema de coordenadas.

A:
pan
E D
N G
1=
H } €
7 by
It
Fi
X
Resolucdo




5. Determine os reais a e f de modo que, dados ¥; = (1,-2,1), ¥, = (2,0,—4) ¢ W = (—4,—4,14), ocorra a

igualdade vetorial: W = av; + Bv,.

Resolucao

6. Torque ¢ uma grandeza vetorial, representada por 7 (letra grega Tau), e esta relacionada com a possibilidade de
um corpo sofrer uma torgdo ou alterar seu movimento de rotagdo. A equagio para o célculo do torque é 7 = PxF ,
onde |#| ¢ a distancia do ponto de aplica¢do da forca F ao eixo de rotagdo, ao qual o corpo estd vinculado. Assim
sendo, pede-se calcular o torque sobre a barra AB representada abaixo, sendo que a distancia do ponto 4 até o ponto

B ¢é de 2m. A intensidade da forca Féde 10N e o eixo de rotagdo é o eixo Z.

AT

&l

1.7 Praticando:

uv

1. Dados os vetores ¥; = —27— 2] e ¥, = —2] , determine o angulo 6 por eles formado. (use cosf = W)
2. Verifique se os vetores i = (2,3) e ¥ = (—3,2) sdo ortogonais. (lembre: -3 =0 = & L)

3. Determine o produto vetorial entre os vetores i = (1,2,0) e ¥ = (0, 3,1)



4. Um objeto em movimento retilineo tem um deslocamento dado por ZS =2mi+ 3mj — 5mk , enquanto

atua sobre ele uma forga constante F=7Ni- 7Nj — 2N k. Assim sendo, pede-se determinar:

a) o trabalho realizado por esta forca;

b) o angulo 6 entre os dois vetores Fe ZS.

5. Dados os vetores 4 = (1,—1,1) e ¥ = (2,—3,4), calcular:
a) a area do paralelogramo determinado pelos vetores U € ¥;

b) a altura do paralelogramo, relativa a base definida pelo vetor u.

6. Uma for¢a constante com representagdo vetorial F=10+ 18] — 6k move um objeto em linha reta do
ponto A(2,3,0) ao ponto B(4,9,15). Calcular o trabalho realizado, se a distancia for medida em metros e a

magnitude da for¢a for medida em Newton.

Resolucgédo




Unidade I

Relas e Planos

Na Unidade II, daremos nova abordagem aos conceitos geométricos sobre retas
e planos estudados no ensino médio, tomando tais entidades sob o ponto de vista
vetorial. Estudaremos as varias formas da equacdo da reta sob o enfoque vetorial,
bem como as possiveis relagdes entre as retas, tais como perpendicularismo e
ortogonalidade. Nasequéncia, sob o mesmo enfoque vetorial, estudaremos as varias
formas da equacgdo do plano, e as relagdes entre planos, tais como paralelismos,
perpendicularismo, intersecgdes, dentre outras.




2.1 Equacoées da reta: enfoque vetorial

Na Unidade IV da disciplina Pré-Calculo nos estudamos as fungdes e, dentre elas, a fungdo de 1° grau,
cuja lei de formagdo ¢ y = ax + b e cujo grafico no espaco bidimensional xy ou R? é uma reta. Vamos
agora ampliar o estudo da reta, analisando-a no espago tridimensional xyz, ou seja, no R3. Vamos 14 ...
Para que definamos a equagdo vetorial da reta », vamos considerar no espago tridimensional, R3, um
ponto A(x4,V;,2,) € um vetor ndo nulo ¥ = (a, b, ¢), denominado vetor diretor, pois define a dire¢do da
reta 7. Note que s6 existird uma tnica reta que passa pelo ponto 4 com a mesma dire¢do do vetor . Um
ponto P qualquer, P(x,y,z), pertencera a reta » se, € somente se, 0 vetor AP for paralelo ao vetor v,
conforme mostra a figura. Desse modo, temos que: AP = t¥ (I),comt € R.

Como: AP = P —, podemos escrever que: P — A = t¥
v ~P=A+tv (1)

Como P(x,y,2); A(xy,y1,21) € ¥ = (a, b, c), podemos escrever

a equagdo (IT) como (x,y,z) = (xq,y1,21) + t(a, b, c) (II)

*  Assim, podemos agora definir a equacdo vetorial da reta » como

sendo qualquer uma das equagoes (1), (II) ou (III).

O vetor ¥ ¢ denominado vetor diretor da reta 7 e chamaremos de parametro ao niimero real ¢.
AP =tV
~ sdo equagoes vetoriais daretar: P=A+tv

(xr y; Z) = ('xli }71; Zl) + t(aJ b; C)
Aplicagao:
1. Determinar a equagdo vetorial da reta , que passa pelo ponto A(1, —1,4) e tem dire¢do dada pelo vetor
% = 20+ 3] + 2k.
Soluc¢iio: usando a equagdo vetorial da reta na forma (x,y, z) = (xq,y4,21) + t(a, b, ¢) teremos:

Equagédo vetorial daretar: 7: (x,v,2z) = (1,—1,4) + t(2,3,2)

Resolugao




E interessante notar que, para cada valor do pardmetro ¢, teremos distintos pontos P(x,y,z) € 7, ou seja,
todos os infinitos pontos que compdem a reta ». De modo analogo, a cada ponto P(x,y,z) €r
correspondera um real ¢. Assim, temos que: r: (x,y,z) = (1,—1,4) + t(2,3,2), onde (x,y, z) sera um
ponto qualquer de r.

Caso desejemos obter pontos de 7, basta atribuir valores para o parametro 7.

Porexemplo:set=-1= (x,y,2) =(1,-1,4) +(-1).(2,3,2) ~ (x,¥,2) =(1,—-1,4) + (-2,-3,—4)
= (x,v,z) = (—1,—4,0) ¢ um ponto pertencente a reta r.

Note também que a equagao obtida ndo ¢ a tinica equacdo vetorial da reta r, pois se tomarmos um multiplo

do vetor B, por exemplo o vetor W = 3.7 , teremos: W = 61 + 9] + 6k e a equacdo da reta r tornar-se-a:

r: (x,y,z) = (1,—1,4) + t(6,9,6), sendo W sera seu vetor diretor.

2.1.1 Formas de Equacoes da Reta

A partir da equagdo vetorial da reta, podemos definir o que chamamos de equag¢des paramétricas da reta,
que veremos a seguir.
Da equagdo vetorial: (x,y,z) = (xq,¥1,21) + t(a,b,c) , onde A(xy,y1,21) € U = (a,b,c), podemos

escrever:
(x,y,2) = (x1,¥1,z1) +t(a,b,c) ~ (x,y,2) = (x; + at,y, + bt, z; + ct)

X =x; +at
Comparando termo a termos os membros da equagdo, teremos: {y = ¥4 + bt que sdo as chamadas de

~ Lo z=2z;+ct
equacdes paramétricas da reta 7.
x=xqtat
Equagdes paramétricas daretar: {1y = y; + bt
zZ=2z t+ct

Isolando-se o parametro ¢ em cada uma das equagdes paramétricas teremos:

x=x tat —x
r y=1y,+bt> . = = L—¢ , que chamamos de equacées simétricas da reta r.
z=2z;tct

- ., X=X
Equagdes simétricas da reta r : = =
a

E interessante notar que:



e Caso um dos componentes do vetor diretor ¥, ¥ = (a, b, ¢), seja nulo, por exemplo, ¢ = 0, teremos
z = z; , sendo que neste caso a reta r serd paralela ao plano x0y, como mostra a figura, pois seu vetor
diretor sera paralelo a tal plano, de modo que as equagdes simétricas

7 serdo escritas como:

z
J
. ¥ =%
/ : - x_xl — y_yl — Z_Z]_ : ” x_xl _ y_yl

a b 0 a_b

Obs.: 0 “zero” no lugar de ¢ no denominador da fragdo € so para indicar que o pardmetro c¢ € igual a

zero, pois nao tem sentido o denominador ser zero.

e Caso dois dos componentes do vetor diretor ¥, ¥ = (a, b, ¢) sejam nulos, por exemplo: a = b =
0, teremos que a reta r serd paralela ao eixo z, ou eixo das cotas, visto que seu vetor diretor serd
dado por ¥ = (0,0, ¢), como mostra a figura, de modo que as equagdes simétricas da reta r serdo

dadas por:
z
X =X1
- X—X1 Y=y _Z7% = pAF¥=
r 0 0 c Z—Z1 __
Y1 =4

e Caso areta r seja dada por dois pontos P; (xq, y1,21) € P, (x5, ¥4, 25) €, sendo Pum ponto genérico

a ela pertencente, P = (x,y, z), suas equagdes simétricas serdo dadas por:

P(x,y,2z)
Py (x2,¥2,23) re X—X1 — y—V1 — Z72
Py(x1,¥1,21) X2—X1 Y2—Y1 Z2—2,

» E interessante notar que o vetor diretor da reta » que passa pelos

Y ponto P; e P, serd dado pelo vetor ¥, onde: ¥ = P, — P;.



Aplicago:
1. A reta r passa pelo ponto A(3,—4,2) e é paralela ao vetor ¥ = (2,1, —3), determinar suas equacdes
paramétricas.
% =3 a=2 x =xqtat
Solu¢io: Como: {yl =—4e {b =1 , usando a formula das equagdes paramétricas de 7: {y = y; + bt ,
) zy =2 c=—3 z=2z +ct
vem:
x=3+2t
r: 4y = —4 4+t que € a solugdo do problema.
z=2-3t

2. Determinar a equagio vetorial da reta r, definida pelos pontos A(2, —3,4) e B(1,—1,2) e, em seguida,

verificar se os pontos C (g, —4,5) e D(—1,3,4) sdo pontos de r.

Solugio: ComoAeB €r = AB=B—A=(1,-1,2) — (2,-3,4) = (-=1,2,—-2) -~ 4B = (-1,2,-2)

usando a equagdo vetorial da reta na forma, (x,y,z) = (x1,¥1,21) + t(a, b, ¢) teremos:

r:(x,v,2) = (2,-3,4) + t(—1,2, —2) que é a equagdo vetorial da reta r.

Comparando as coordenadas do primeiro membro com os elementos do segundo membro da equagdo

vetorial
x=2—t

de r, temos que: 7: yy = —3 + 2t que sdo as equagdes paramétricas da reta r.
z=4—-72t

Para saber se os pontos C(g, —4,5) e D(—1,3,4) sdo pontos de » faremos:

o ~ s 5 A
Na primeira equagdo da forma paramétrica de r, trocamos x por 5 Para encontrar o valor do parametro #:

5
2=2—t > t=-2
2 2

. N s 1
Nas segunda ¢ terceira equagdes da forma paramétrica de r, trocamos o valorde ¢, t = — > encontrando

para y e z os mesmos valores dados em C, . C € r, caso contrério, C € r. O mesmo procedimento ¢ feito

para o ponto D. Veja so:

M=2%¥ l 5
2 X = =
1 2
C(g, —4,5) <y =-3+2(— 5) = 7 y = —4 que sfio as coordenadas de C, portanto C € 1
z=4-2(-3) z=5
2
Verificando agora o ponto D(—1, 3, 4):
Sex=—-1 = —1=2-t ~ t=3.Substituindo para verificagdo das coordenadas, teremos:



x=2-(3) x=-=1
D(—1,3,4)iy=-3+2(3) = r:{y =3 como z encontrado foi iguala —2,ezdadoé4= D ¢ r.
z=4-2(3) z=-=2

3. Determinar as equac¢io simétrica da reta » que passa pelos pontos A(1,3,2) e B(5,2,2).

Solu¢io: Determinando primeiramente o vetor diretor da reta r: AB=B-A= (5,2,2) —(1,3,2) ~ AB =
(4,—1,0)

Entrando com os componentes do vetor diretor na formula que fornece as equacdes simétricas da reta » temos:

x—1 y—-3 z-2
4 -1 0

r.

Note que ¥ = (4,—1,0) é o vetor diretor da reta 7.

x=1+72t
4. Dadas as equacdes paramétricas daretar, r: {y = —2 + 3t , obter suas equagdes simétricas.
z= -5t
x1 y+z

Solucdo: Sendo:x =14 2t = T=t; y=-2+4+3t = =t;, z=-5t = _i5=t, assim,

temos que:

x—1 y+2 =z
T =———=

2 3 -5

E interessante notar que o vetor ¥ = (2,3, —5) é vetor diretor da reta 7.

2.1.2 Condic¢ao de Paralelismo e Ortogonalidade entre retas

Uma reta r serd dita paralela a um dos planos x0y, x0z ou y0z caso seus vetores diretores sejam paralelos
ao respectivo plano. Assim sendo, pelo menos uma das componentes do vetor, obrigatoriamente, sera

nula, ou seja, zero.

Veja o exemplo na figura ao lado, que mostra a reta , r // x0y , que

contém o ponto A = (—1,2,4), cujo vetor diretor ¢ v = (2,3,0).

Note que a terceira componente do vetor diretor ¥ € nula, pois ¥ é

paralelo ao plano x0y.

-g;i’fj ————— Note que a reta r terd equacgdes paramétricas dadas por:
0N\ 2:3 >y _
gl Ny x=-1+2¢t
miy=2+3t
x z=4

Note também que todos os infinitos pontos da reta r distam 4 unidades

do plano x0y =1 // x0y .

Vejaagoraaretaaretar,r // x0z, que passa pelo ponto A = (1,5, 3), cujo vetor diretor é v = (—1,0,2),



Cujas equagdes paramétricas dadas por:

s

x=1-t
y=5
z=3+2t

Note que a segunda componente do vetor diretor v € nula, pois U é
paralelo  ao plano x0z.

Note também que todos os infinitos pontos da reta r distam 5 unidades

do plano x0z =r // x0z.

A condicdo de paralelismo entre retas ¢ os eixos coordenados Ox, Oy e 0z ocorrera caso seus vetores

diretores sejam paralelos aos versores da base candnica: 7 = (1,0,0), j = (0,1,0) e k = (0,0,1). E

interessante observar que nesse caso, sempre, duas das componentes do vetor serdo nulas.

Veja, no Geogebra, a representacdo da reta de

equacdes paramétricas:

X =2
riqy =3
z=4+3t

Note que r passa pelo ponto A = (2,3,4) e tem a
dire¢do do vetor diretor w = (0,0,3) = 375, cujo
versor ¢ v = (0,0,1), pois W = 30. Nesse caso em
particular, escrevemos, de forma simplificada, as
equacdes da reta como sendo r:{x =2y =3 ,
entendendo que nesse caso z ¢ uma variavel livre, ou

seja, que pode assumir qualquer valor real.

Para exemplificar as retas que sejam paralelas aos planos y0z e x0z e, consequentemente, paralelas aos

eixos coordenados Oy e Ox respectivamente, passando por um ponto genérico A = (X1, V1,21),

apresentamos os graficos abaixo, elaborados no Geogebra, que ilustram as situagcdes. Note que as

equacdes das retas com tais caracteristicas poderdo ser escritas de modo simplificado, veja so:



E interessante observar que os eixos Ox, Oy e Oz sdo casos particulares de retas que passam pela origem

do sistema de coordenadas tendo a dire¢do dos versores 7, J e k da base candnica ou base geradora, cujas
equacdes serdo dadas por, {y =0 {x =0 o {x =0 respectivamente.
z=i * \z=0 y=20
Por convengdo, o Angulo entre duas retas ;¢ 71, , com mesma direcdo dos vetores v; e VU, ,
respectivamente, sera o angulo agudo ou menor dos angulos formados pelas retas, e sera dado por:
V1V,

T
cosb==——,com 0< 6 <=
(V111921 2

Aplica¢do: Vamos determinar o angulo formado pelas retas de equagoes:

x=3+t x=—-2—-12t
iy =t e ryy=3+t¢
=—-1-12¢t z=t

Solucio:

Os vetores diretores que definem as diregdes das retas r; ¢ 7, serdo dados, respectivamente, por 7; =

(1,1,-2) e v, = (—2,1,1), como mostra o grafico abaixo. Calculando o produto escalar entre os vetores
|V1-Vz |

- - , - - . ,
U; e U, ,bem como seus moédulos, |V, e |Vy], para alimentar a formula: cosf= ———

——— ., Assim, teremos:
A



o [V U, =[(11,-2)- (-2L1)| =1|-3|

oI5l = VO + @7+ 27| = Vg
o 1l = V2P + 7+ (1] = |V
-~ cos@= 1Pl _ =31 _2_ 1

[9,115,] ~ V6|V 6 2

1 1
=>cos<9=§ = 0=arccosz

s 0=60° ou 9=g rad

E interessante observar que o angulo formado pelos vetores
diretores sera o mesmo que aquele formado pelas retas, pois

s30 eles que estabelecem as diregdes das respectivas retas,

conforme mostra o grafico ao lado, representando somente os

eixos x e y, tendo o eixo z perpendicular ao plano citado.

Diremos que duas retas r; e 7, serdo ortogonais, com as dire¢des do vetores diretores vU; e v,
respectivamente, se, e somente se:; L7, < U; - D, = 0. E interessante notar a sutil diferenca existente
entre retas ortogonais ¢ retas perpendiculares. Definimos que ambas estabelecem angulo de 90° entre si; no
entanto, enquanto as retas perpendiculares sdo concorrentes, ou seja, t€m um ponto em comum, as retas
ortogonais necessariamente nao sao concorrentes. Entenda a diferencga observando a figura ao lado:

r na figura temos que as retas s e u sdo perpendiculares, pois formam 90°

graus e tém o ponto B em comum, ocorrendo 0 mesmo com as retas 1 e ¢

A que concorrem no ponto 4. Ja as retas s e r e 1 e u sdo ortogonais, pois

projetando a reta rsobre a reta u teremos angulo de 90°, 0 mesmo ocorrendo

entre as retas r e s. Constatamos isso tragando uma reta concorrente ¢

perpendicular a ambas, tal qual a reta ¢, perpendicular as retas r e u. As retas

r e s sao chamadas de reversas, pois ndo ha um plano que possa conté-las,

do mesmo modo 7 e u.

Como aplicag@o, vamos determinar as equacdes paramétricas da reta s que passa pelo ponto

A=(3,4,-1) e é ortogonal as retas de equagoes:



x =2t
rl:{y =3t e 1n:(x,y2) =(501)+¢t(0,1,-1).
z=1-—14t

. - =
denominamos como vetor nulo, v = 0.

Posicdes entre retas no plano

Solu¢ao:
Os vetores diretores que definem as diregdes das retas r; e r, sdo: ¥; = (2,3,—4) e v,=(0,1,-1),
respectivamente. Assim, a reta s, que deve ser ortogonal a ambos os vetores, sera obtida calculando-se o produto

vetorial entre ¥, e U,.

—

= - i’ j k - —
Calculando o produto vetorial entre Uy € U, vem: ¥y X ¥, =2 3 —4| =1 X1, =(122)
01 -1

Desse modo, como a reta s passa pelo ponto 4 = (3, 4, —1), e tem a dire¢do do vetor ¥; X ¥, = (1,2,2), temos que

as equagdes paramétricas de s serao:

x=34+t
S:gy=4-+2t
z=-1+4+2t

Aplicagdo:
x=3+41 x=5+3t

Determinar r; N1y, ou seja, a interseccdo entre as retas 77 : {y =14+21 e n, {y = —3 — 2t, caso exista.
z=2-A z=4+t

Para encontrar o ponto comum, vamos igualar as respectivas variaveis nas expressoes de 7y e 1, dadas:

3+1=5+3t A=-3t=2 (I
Entdo, temos: {1+21=-3-2t = {21+ 2t =—-4(I) fazendo:I+1llvem: -4t =4 ~t=-1
2—A=4+t¢t —A—-t=2 ()
Donde se conclui, em III, que: A = —1. Assim, substituindo 4 = —1 na equagdo de r; , obtemos:
x=34 (_1) ¥ =32
riyy=1+2(-1) = n: {y =-1
z=2-(-1) z=13



portanto, temos que A = (2, —1, 3) é ponto de intersecgdo entre 1y € 15.

x=54+3(-1) x=2
Fazendo o mesmo com t = —1 naequagio der, vem: 7:qy =—-3—2(—1) = 1n: {y = —1 portanto,
z=4+(-1) z=3

por termos obtido as mesmas coordenadas para o ponto 4, inferimos que A = (2,—1, 3) é ponto comum as retas

11 e 1, dadas.

=—1
R . . y=2x—3
Faca vocé: Verifique se existe o ponto A|A €y N1y, ,dado que Ty: { e niyy=4—-4.

zZ=—x
Solugdo z=24+2

/Eh%.:lm.\

[=]iry

S J
\
° Se duas retas sdo concorrentes ou se interceptam, elas sdo coplanares, ou seja, pertencem ao
mesmo plano, tal qual as retas paralelas, pois sempre serd possivel por elas fazer passar um plano.
Caso duas retas ndo sejam coplanares, ou seja, nao pertencem a um mesmo plano, diremos que elas
sdo retas reversas sendo que, nesse caso, também ndo serdo concorrentes ¢ muito menos paralelas,
conforme definigdes anteriores.
N J
I \
L\ Esta curioso? Ficou interessado e quer expandir seus conhecimentos? Visite a biblioteca Pearson
e pesquise em:
Boulos e Camargo: Geometria Analitica, um tratamento vetorial —pagina 144
https://plataforma.bvirtual.com.br/Acervo/Publicacao/185068
Duarte Fernandes: Geometria Analitica pagina 87
https://plataforma.bvirtual.com.br/Acervo/Publicacao/37362
Castanheira: Geometria Analitica em espacos de duas e trés dimensdes  pagina 149
https://plataforma.bvirtual.com.br/Acervo/Publicacao/129462
Rorres & Anton: Algebra Linear com Aplicacdes. Editora Bookman
Algebra Linear com aplicacdes: Rorres pagina 597, Algebra linear na
Computacio grafica
= /




2.2 Equagao do plano: Enfoque Vetorial

Para que possamos definir a equagdo de um plano a, vamos considerar um ponto A = (x4, ¥4,%1), 4
pertencente ao plano «, e um vetor ndo nulo ¥, ¥ = (a, b, ¢), ortogonal ao plano @, ou entdo normal ao

plano a. Como ¥ L a, teremos que ¥ é ortogonal a qualquer vetor representado em @, consequentemente

a ele pertencente. Entdo, um ponto P = (x,y,z) estara contido em « se, € somente, o vetor AP for

ortogonal a ¥, nos permitindo escrever que:

v-(P-—A)=0 = (ab,c)- ((x,y,z) = (xq, J’1»Z1)) =0 = (abc) (x—x,y— y,2—2)=0
ouainda: a(x —x;) +b(y—y,) +c(z—2) =0 =2ax—ax; + by —by, +cz—cz; =0

Impondo que: —ax; — by; — cz; = d , podemos escrever a equagao inicial como:

ax+by+cz+d=0

que definimos como sendo a equagio geral do plano .

Solucao

E%Ei'
[=]

J

~

e Da mesma forma que ¥ = (a, b, ¢) é vetor normal ao plano a, qualquer vetor kv = (ka, kb, kc), com
k+0, sera vetor normal ou ortogonal ao plano o;

E relevante notar que os coeficientes «, b e ¢ da equagao geral do plano representam as componentes de

um vetor normal ao plano. Como exemplo, sendo a equagd@o do plano a dada por 4x + 3y —2z+5 =0,

um de seus vetores normais sera v; = (4,3, —2);

Para a obtencdo de pontos pertencentes a um dado plano, devemos atribuir valores quaisquer a duas de

suas variaveis e calcular a faltante, usando a equacao dada, veja s6:

Usando a equacao dada anteriormente, 4x + 3y —2z+ 5 = 0, e fazendo x =2 e y = —1, teremos:
42)+3(-1)—2z+5=0=>8-3—-2z+5=0- z = 2,significando que o ponto A = (2,—1,2)

pertencera ao plano a ou estara contido neste plano.




Para determinarmos a equagdo do plano na forma vetorial, vamos
considerar o ponto A = (xg, ¥o,Zy), com A pertencente ao plano o, e os

vetores U € U, dados por: U = (a4, by,¢1) € ¥ = (ay, by, c,), paralelos ao

plano a e ndo paralelos entre si, conforme a figura ao lado. Para todo

ponto P pertencente ao plano a, os vetores AP, U e ¥ serdo coplanares. Assim, concluimos que
um ponto P = (x,y,z) pertencerd ao plano « se, e somente se, existirem os reais k e /1 de tal

modo que:

P—A=kii+hv = P=A+ku+hv ,que transformado em coordenadas resultara em:

(x,y,z) = (%0, Vo, 2Z0) + k(ay, by, c1) + h(az, by, c;) ,com k,h €R

que denominamos de equagdo vetorial do plano « e aos vetores U e ¥ chamamos de vetores

diretores do plano.

Efetuando o produto entre os escalares k, & € os vetores U e U, respectivamente, e agrupando
adequadamente os termos semelhantes na equagdo (x,y,z) = (Xo, Vo, Zo) + k(aq, by, c1) +
h(ay, by, c;) , vem:

(x,y,2) = (%9, Yo, 20) + (kaq, kby, kcy) + (hay, hby, hey)
(x,v,2) = (xg + kay + hay,, yo + kby + hb,, zy + kcy + hcy)
Comparando termo a termo os membros da equagdo, vem:
{x =xy+ka, +ha,y= yy+kby+hb,z=2y+kc, +hc, ,comkh€R

que chamaremos de equacdes paramétricas do plano o, e de pardmetros,

as variaveis auxiliares k& e A.

-

~

2.3 Problemas de Intersecao

Conhecidas as possiveis formas das equagdes do plano, vamos analisar o caso em que um ou mais
coeficientes da equagdo geral do plano sejam nulos, pois nesse caso o plano ocupard uma posi¢ao
particular em relagdo aos eixos ou planos coordenados.

Inicialmente, consideremos o plano dado pela equagao geral: 2x + 4y + 6z — 12 = 0. Note que se



y=z=0=>x=6
fizermos {x =z =0 = y =3 encontraremos as
x=y=0=3z=2

A = (6,0,0)
coordenadas dos pontos 4, Be C, { B = (0,3,0) , em que
C =(00,2)

o plano intercepta os eixos coordenados, conforme mostra o

gréfico ao lado.

e (Caso ocorra d =0, a equagdo ficard: 2x + 4y + 6z + 0 = 0, que representa um plano paralelo ao
mostrado na figura anterior, porém passando pela origem do sistema O(0,0,0), pois tais

coordenadas tornam a equagdo dada verdadeira: 2(0) + 4(0) + 6(0) = 0.

e (Caso tenhamos a = 0, a equagdo ficara: Ox + 4y + 6z — 12 =0=>4y + 62 = 12

A =(0,3,0)

-~ fazendo: 8 =Feag =a teremos as coordenadas dos pontos {
B =(0,02)

=0=>z=2

>

v em que o plano, paralelo ao eixo x intercepta os eixos coordenados conforme
mostra o grafico ao lado.

-~ fazendo: {Z =l=y=0

teremos as coordenadas dos pontos 4 e B, {
y=0=2z=0

significando que o plano passa pela origem, contendo o eixo Ox. Note que se

fizermos y =3 =2z = -2 ~ A= (0,3,—2) seraponto do plano a, como
Oxcaouo 20x mostra a figura ao lado.

e (Caso tenhamos b = 0, a equagdo ficard: 2x + 0y + 62— 12 =0= 2x + 6z = 12

z=0=x=86
x=0=z=2

A = (6,0,0)

Fazendo: { B =1(0,0,2)

teremos as coordenadas dos pontos 4 ¢ B, {

>

significando que o plano ¢é paralelo ao eixo y, cortando os eixos Ox e Ozem 4 e B

7 respectivamente, como mostra a figura ao lado.
/0y

A =(0,0,0)
B = (0,0,0)



e (aso tenhamos ¢ = 0, a equagdo ficard: 2x + 4y + 0z — 12 = 0= 2x + 4y = 12

y=0=2>x=6
x=0=>y=3

A = (6,0,0)

F :
azendo { B = (0.3.0)

teremos as coordenadas dos pontos 4 ¢ B, {

significando que o plano ¢ paralelo ao eixo z , cortando os eixos Ox e Oyem 4 e B
respectivamente, como mostra a figura ao lado.

Portanto, temos que o plano « é paralelo ao plano xOy, cortando o eixo z na cota 2,

como mostra a figura ao lado. E interessante notar que o eixo z ¢ ortogonal ao plano

a.
y

Z=0

¥ a/fx0y

Solucao

Vimos que, em sendo z = 2, o grafico representa um plano paralelo ao plano xOy, nos
permitindo inferir que, no caso geral, z = k, sempre teremos um plano paralelo ao plano xOy,
passando na cota k. De modo analogo, podemos intuir que, caso y = k, teremos um plano
paralelo ao plano xOz, passando em y = k e, em ocorrendo x = k, teremos um plano paralelo

ao plano yOz, passando x = k , como mostram, respectivamente, as figuras abaixo:

A? .
i
k : -
0 i /)5 _____ =y
’I
k|’ a
g a//x0z x  a//yOz

Sistema tridimensional de coordenadas mostrando os planos xy, yz e xz




Ve
z
Plano yz
B
&
01}3 v
o
X

-

2.4 Sintese da Unidade

Nesta Unidade, estudamos a reta e o plano no R3 e aprendemos a determinar tanto a equacdo da reta
quando do plano em suas varias formas. Definimos as condi¢des para ocorréncia do paralelismo e
ortogonalidade entre as retas; além disso, estabelecemos as condi¢des para a ocorréncia de planos
paralelos aos planos coordenados, bem como planos obliquos. Foram varios os conceitos estudados e,
para que sejam sedimentados, sugiro fortemente a pratica de exercicios, pois somente assim vocé
desenvolvera traquejo algébrico para bem soluciona-los. Recomendo também que, sempre que possivel,
esboce o grafico da situacdo, seja manualmente ou usando um aplicativo grafico, como o Geogebra,

tornando mais amigavel o entendimento do problema proposto, bem como sua solugao.

Boulos e Camargo: Geometria Analitica, um tratamento vetorial
https://plataforma.bvirtual.com.br/Acervo/Publicacao/185068

Duarte Fernandes: Geometria Analitica
https://plataforma.bvirtual.com.br/Acervo/Publicacao/37362

Castanheira: Geometria Analitica em espagos de duas e trés dimensdes
https://plataforma.bvirtual.com.br/Acervo/Publicacao/129462

Pinotti: Geometria Analitica
https://plataforma.bvirtual.com.br/Acervo/Publicacao/184435

Bonora: Vetores ¢ Geometria Analitica
https://plataforma.bvirtual.com.br/Acervo/Publicacao/186205




2.6 Aprendendo

1. Encontre as equagdes da reta » na formas vetorial, paramétrica e simétrica, sabendo-se que a reta contém
o ponto A(1,2,3) e é paralela ao vetor ¥ = (3,2,1) e, em seguida, encontre a0 menos um dos vetores
diretores da reta r.

Resolucao

R E

Sl
.I.I'l

~ C . - x-1 y
2. Sabendo-se que as equagdes simétricas de uma reta s sdo dadas por s: <=3

pontos A = (4,2,0) e B = (1,0, —1) pertencem a reta s.

741 .
= —, verifique se os
1

Resolugao
4 N

[=] i’ [=]
T T
IEI

-1y _ z+#1 x+3 _ y+2
3. As equacgdes simétricas das retas r e s sdo dadas por: 7: T == eSS =TT Pede-

se determinar o angulo por elas formado.

Resolucdo

IEI..- [=]

-

1 '.'-

il




4. Determinar as equagdes do plano o na forma vetorial, paramétrica e geral, sabendo-se que os pontos
P, Q e M sdo pertencentes ao plano o, com coordenadas: P = (3,0,1), Q= (2,1,1), M = (3,2,2).

Resolugido

i [x]
T
[m]3-X i':

- J

s

5. Determine a posi¢ao relativa entre as retas cujas equagdes na forma vetorial sdo:
7 (L2) +t(3,-1) ¢ s:(4D)+tG,—3)

b)7:(1,2) +¢(3,-1) e s:(22)+t(1,—3)

or:(1,2)+t(3,-1) e s:(2,2)+t(0,1)

Resolugdo
B33
%

2.7 Praticando

1. Escreva as equagdes da reta » na forma vetorial, paramétrica e simétrica, sabendo que » que passa pelo
ponto A(1,3,0) e é paralela ao vetor ¥ = (3,4, —1); em seguida, encontre ao menos um de seus vetores
diretores.

2. Sabendo-se que o plano o contém os pontos P; = (—1,2,3), P, = (1,0,1) e P; = (3,1,0), encontre
as equacdes na forma vetorial, paramétrica e geral desse plano.

3. Dadas as retas r e s abaixo, pelas suas equagdes vetoriais, determine a posigao relativa entre elas,
justificando sua resposta.

a)r:(1,2,0) +t(2,22) e s:(1,33)+t(223) b)r:(1,00)+t(222) e s:(230) +t(1,-12)
c) r:(1,0,0) +¢t(1,1,1) e s:(23,0)+¢t(1,1,1) d)r:(1,00) +¢t(1,1,1) e s:(2,1,1)+t(1,1,1)



4. Determinar o angulo formado pelas retas r:

Resolucao

@75

x=2 _y
— =
2

+3

NP

z+7

-

e s:i(x,y,z)=(1,2,1) +t(1,1,0)



Unidade Il

Malrizes e
Delerminantes

Nesta Unidade, recordaremos conceitos relativos as matrizes ¢ determinantes.
Definiremos o que seja uma matriz, matriz inversa e matriz adjunta, além de
sedimentarmos suas regras operatorias e, principalmente, como usar a linguagem
matricial para interpretar fendmenos do mundo real, seja para resolver problemas
envolvendo a compra de ingredientes para a montagem de sanduiches, ou para
desenvolver um aplicativo de editoragdo de imagens, fazendo uso das equacoes
matriciais. Definiremos também o que seja determinante, recordando alguns
algoritmos que nos permitam calcula-los.




3.1 Conceito de Matriz e Lei de Formacao

Definimos matriz como sendo um conjunto de numeros reais dispostos mediante uma certa ordem,
estabelecida por linhas e colunas, a qual acoplamos uma tabela. Comumente representamos as matrizes usando
letras maitsculas, e seus elementos por letras minusculas, acompanhadas de dois indices que indicam,
respectivamente, a posicdo /inha e a posicdo coluna ocupadas pelo elemento. Matematicamente,
representamos essa ideia, escrevendo que uma matriz 4, m x n, ¢ uma tabela composta de mn nimeros

dispostos em m linhas e n colunas, e indicamos por:

aj; Q12 Qg3 Ain
a1 QAzz dp3 An
A=|az; Gz daszz a3y
Am1 Am2 Am3 Amn

Resolucdo

De modo abreviado, podemos referenciar a matriz 4, escrevendo: A = (a;j)mxn » onde os indices i € j
representam, respectivamente, a posi¢ao linha e coluna ocupada pelo elemento, e mxn indica sua ordem, ou
seja, respectivamente, seu numero de linhas e colunas, sendo que: 1 <i<m e 1 <j <n. Veja alguns
exemplos de matrizes:

11 =2 01, . (-1 2y, .
A= [_ 1 4 3] ¢ uma matriz 2x3 B = ( 1 S)euma matriz 2x2

A indicacdo ou notacdo de uma matriz ¢ feita usando-se colchetes ou parénteses, como mostrado nos exemplos
acima. A lei de formag¢do de uma matriz pode ser compreendida como uma lei matematica que define como
seus elementos sdo constituidos, portanto podemos entender uma matriz como sendo um tipo de funcdo. Veja

s0: Escrever a matriz A = (a;;)2x, onde a;; = 2i —j.

Solucio: note que a ordem da matriz é 2x2, tendo, portanto, duas linhas e duas colunas, o que a caracteriza como uma

matriz quadrada. Cada elemento sera obtido multiplicando sua posi¢ao linha por dois e, do resultado, subtraido sua

aiq alz]

posicao coluna. Desse modo, genericamente, escrevemos: A = [ a a
21 O22

Calculando seus elementos, conforme sua lei de formagao, teremos:

a;=210-1 =1 a;, =2(1)-(2)=0 a; =22)-(1) =3 a;; =22)-(2)=2



Escrevendo a matriz: A = [; (2)
. _ 20+ 3j sei>j
Escrever a matriz A = (a;j)243 , onde a;; = {i —2j se i<
Soluciao:
Sendo a matriz 4 de ordem 2x3, genericamente temos que:
4= [(111 a; ‘113] =>{6111 =5;a,=-3; a;3=-5 WA= [5 -3 —5]
az1 Ay Qz3 ar1 = 5 ; Qgp = 10 ; Qg3 = —4 5 10 —4

3.1.1 Tipos de Matrizes: quadrada, diagonal, triangular, linha, coluna, nula, identidade

Comumente, as matrizes sdo denominadas conforme sua ordem, ou seja, a nomenclatura acompanha seu
nimero de linhas e colunas. Desse modo, temos as seguintes denominagdes:

e Matriz Linha: é aquela que apresenta uma Unica linha, Ay,3 = [-1 2 5];

2
e Matriz Coluna: ¢ aquela que apresenta uma unica coluna, B3, = [3];
1

0 0 0.

e Matriz Nula: é aquela em que todos os seus elementos sdo nulos: 0,,3 = [ 0o o ol

e Matriz Quadrada: ¢ aquela que apresenta 0 mesmo numero de linhas e colunas, C,,, = [(2) ;], neste caso

dizemos que C é matriz de ordem 2, suficiente para indicar que tem duas linhas e duas colunas;

e Diagonal Principal: presente s6 nas matrizes quadradas, sdo os elementos em que: i = j;

e Matriz Diagonal: é aquela em que todos os elementos, exceto os da diagonal principal, sdo iguais a zero,

0 0
ou entdo dizemos nulos: A = 0



e Matriz Identidade: E toda matriz quadrada na qual os elementos da diagonal principal sdo iguais a 1 e os

demais elementos sdo nulos. Notacdo: I,, , onde » indica a ordem da matriz, podendo ser indicada também

.. 1 0 O

1, sei=
por: Iy = (@), a”’:{o seiij" ” I3=[O 0 O];
’ 0 0 1

e Matriz Triangular: é aquela em que os elementos acima ou abaixo da diagonal principal sdo nulos,

podendo ser denominada ainda como matriz triangular inferior e matriz triangular superior,

respectivamente.
Matriz triangular superior Matriz triangular inferior
Qi1 Q12 A3 0 Qap a1 0 0 0
0 azp az - ax Az1 Az 0 0
Ao 0 0 azz - as, A= az1 Qq32 0z3 0
0 0 0 asy gy |a41 Ay Q43 QAaq O |
0 0 0 - am lanl Anz  Anpz " aan

3.2 Operacoes com Matrizes: igualdade, adicido, subtracao, multiplicacio por escalar, matriz oposta,
matriz transposta, multiplicacio entre matrizes

Duas matrizes, 4 ¢ B, de mesma ordem m X n, serdo ditas iguais se 0s respectivos elementos, ou seja, aqueles

que ocupam a mesma posi¢iio na matriz, forem idénticos. Indicamos a igualdade por: A = B, veja so:

-1 0

2 4] € By = [_21 2] , temos que A = B.

dadas as matrizes Ay, =

Genericamente, escrevemos:

A=(ai]-)mxn aB:(bL])mxn 5 A=B al]=bu\7’leV]Com,1SlSm elS]STl

Fique atento

A notagdo V significa “para todo” ou “qualquer que seja”

Aplicacio: Determinar os valores de a e b, tais que: [Za + 1] = [Z i é]

b+3
Solucio:
2a+1=b+2 2a—b=1 2a—b=1 _ ' B B
{b+3=a+3 :{—a+b=0 = {a=b = 2a—a=1 ~ a=1=b=1

Definimos a soma de duas matrizes 4 e B, e indicamos por A + B, como sendo a matriz C, cujos elementos
sdo formados pela soma dos elementos correspondentes das matrizes 4 ¢ B. = C = A+ B. E interessante
notar que a operacdo so € possivel sendo as matrizes envolvidas de mesma ordem, ordem esta da matriz
resultante C. Matematicamente, escrevemos:



SeA=(al-]-)mxne B=(bl])mxn,C=A+B,C=(Clj)mxn|cu=al]+bUVl,],1SlSm61$]Sn

A diferenca entre duas matrizes 4 e B, indicada por A — B, resultard na matriz C, cujos elementos sdo
formados pela diferenga entre os elementos correspondentes das matrizes 4 e B. = C = A — B. E interessante
notar que a operacéo sé sera possivel se as matrizes envolvidas forem de mesma ordem, que serd a ordem da
matriz resultante C. Matematicamente, escrevemos:

SeA=(aij)mxne B=(blj)mxn,C=A—B,C=(Cu)mxn|CU=aU—bUVl,],1SlSm€1S]Sn

Fique atento

Propriedades:
e Associativa: (A+B)+C=A+(B+C)
e Comutativa:A+B =B+ A
e Elemento Neutro: A+ 0 =0+ A = A, onde 0 é matriz nula
e Elemento Oposto: A+ (—4) = (-A)+A =0

A multiplicacdo de uma matriz A = (ai j)mxn por um escalar £, k € R serda a matriz B = (bi f)mxn’ obtida

multiplicando-se cada elemento da matriz 4 pelo escalar k. ou seja, (bi j)mxn = k(ai ]-)mxn.

vy

N /

Fique atento

Sendo 4 e B matrizes de mesma ordem e x e y nlimeros reais quaisquer, valem as propriedades:
e Associativa: x. (y.4) = (x.y).A)
e Distributiva em relagéo a adigdo de dois niimeros reais: (x + y).A =x. A+ y.A
e FElemento Neutro: x.A = A ,parax=1 ouseja: 1.LA=A4.1=4

Definimos matriz oposta de uma matriz 4 como sendo a matriz obtida multiplicando-se cada elemento da

matriz A por —1. Veja s6: Dada a matriz A, = [_21 g] , temos que sua oposta serd: —Ay,, = [_12 _0 4]

Definimos matriz transposta de uma matriz 4, e indicamos por A’, a matriz obtida a partir da matriz 4,

trocando-se, respectivamente, suas linhas por colunas ou colunas por linhas, veja so:

-1 0
-1 2 3
A= 48 = Atm:(g g)

Note que: Sendo Ay, sua transposta sera do tipo A ,,m



Resolugdo

Matriz Simétrica: Uma matriz quadrada de ordem 7 sera dita simétrica quando A = Af.

Nao entendeu? Ficou confuso? Respire, respire ... vou lhe mostrar, ¢ s6 um jogo de letrinhas...

2 31 2 31
SeAd; =3 2 4], suasimétrica sera dadapor = A" =3 2 4
1 4 5 1 4 5

Note que, para obter a simétrica da matriz 4, transformamos suas linhas nas colunas da nova matriz, obtendo,
particularmente, a mesma matriz 4. Caso, determinada a transposta da matriz 4, em ocorrendo A = —A? ,

diremos que a matriz 4 é antissimétrica.

Dadas as matrizes 4 = [ch g] e B= ()z) g) , determinar os valores de x , y € z para que ocorra A = B®.

Solucao:
y=1
_ pt 1 21_(y 7z . _
Se A=B' = [ 3_(3 3) . izé

A Multiplica¢do entre Matrizes ndo se d4 multiplicando seus respectivos elementos, existe regra apropriada para a

operagao de multiplicag@o entre matrizes. Assim, o produto das matrizes A = (ai j)mxp e B= (bl- j)pxn sera a matriz

C= (Ci ]-)mxn , onde cada elemento ¢;; € obtido através da soma dos produtos dos elementos correspondentes da i-ésima

linha da matriz 4 pelos elementos da j-ésima coluna da matriz B. Th!!! Ficou confuso? Nao entendeu? Novamente
perceba que é s6 uma questdo de entender o significado das palavras comuns aos textos matematicos. Respire, respire
que vai passar, eu ajudo vocé... aguarde mais um pouco, que logo faré sentido, continuemos...

E importante notar, ao ler a introdugfo acima, que a multiplicaciio entre matrizes so ¢ possivel se o niimero de colunas
da primeira matriz for igual ao nimero de linhas da segunda matriz, ¢ que a ordem da matriz resultante sera
dada pelo nimero de linhas da primeira matriz pelo nimero de colunas da segunda matriz. Vocé nio havia
percebido isso, ndo €? Pode confessar, quase ninguém percebe....

Veja, na pratica, como efetuar o produto entre duas matrizes:

7 8
Sejam as matrizes Ayy3 = [411. é 2 e B3y, =9 10|, encontrar a matriz C =4.B.
11 12

Solucdo: Vamos determinar a soma do produto entre os elementos da primeira linha da matriz 4 pelos

elementos da primeira coluna da matriz B, encontrando assim o elemento ¢4 da matriz produto C.



7 8
€= [4 5 6l [ 1(2)] =c;=1).(7D+2).09+3).(11) ~ ¢;; =58

Para o calculo do elemento ¢, , multiplicamos agora a primeira linha de 4 pela segunda coluna de B.

_ 23 cos ) -
¢= 4 5 6 '[191 = ¢12 = (1).(8) +(2).(10) + (3).(12) - ¢4, = 64

Para o calculo do elemento c,; , multiplicamos a segunda linha de 4 pela primeira coluna de B.

7] 8
¢= : [ 1(2)] = 0= @). (D + (5)-(9) + (6).(11) = 1 =139

Para o calculo do elemento c,, , multiplicamos a segunda linha de 4 pela segunda coluna de B.

7 [8
¢= ' [191 ] = ¢y5 = (4).(8) + (5).(10) + (6).(12) = ¢, = 154

‘11 C12]
C21 C22

C:[S8 64]

Assim, temos, genericamente, que C = [ 139 154

Resolugao




o

\

O produto entre duas matrizes A = (ai j)mxn e B= (bl- j)pxq so ¢ plausivel se n =p , sendo

que a ordem da matriz resultante serd dada por m X p. - Apxn- Bpxq = Cmxp. Em néo
ocorrendo a igualdade entre o nlimero de colunas da primeira matriz com o niimero de linhas
da segunda matriz, o produto ¢ inexequivel.

Ocorrida as condi¢des de existéncia para o produto entre matrizes, sio validas as
propriedades:
e Associativa:(4.B).C = A.(B.C)

e Distributiva em relagéo a adigdo: A.(B+C) =A.B+A.C ou (A+B).C=A.C+B.C
e Elemento Neutro: A.I, = I,,, A=A onde [,, ¢ a matriz identidade ordem .

e A Propriedade comutativa ndo é valida para o produto entre matrizes: A.B # B.A

e Caso A.B = 0, , onde 0,,,,, € a matriz nula, ndo implica, necessariamente que: A = O,,p

ou B = 0,6, (00 caso dos niimeros reais temos que: se x.y =0 2> x=0,y=0oux =y = 0)

/

2\

-

~

Esta curioso? Ficou interessado? Quer expandir seus conhecimentos? Visite a biblioteca Pearson em:

Algebra Linear Algebra Linear
Daniela Fernandes — pagina 1 Neide Franco — pagina 1

3.2.1 Equacoes Matriciais simples

Denominamos equag@o matricial toda equagdo que envolva matrizes. Veja so:

Dadas as matrizes A = [% 3 _51]: B = [_61 _73

0

_1] eC= [_41 (F; _24] , determine a matriz X,

sabendoque: X + A = 2B —-C

Solucao:

X11 X12 X13

Xy X ng] , se substituida na equagdo vem:

Criando a matriz genérica X,,3 , temos que X = [

[21 22 22]+$ g _51]=2'[_61 —73 —01]_[—41 (5) —24]



Isolando a matriz X no primeiro membro da igualdade e, efetuando o produto indicado no segundo membro,

e e A L e e N

Efetuando as operagodes entre as matrizes do segundo membro da equacgao, teremos:

temos:

[xn X12 x13] _ [ 7 6 —7]
X21 X2 X23 -8 —-15 1
Comparando os respectivos elementos da matriz do primeiro membro com a matriz do segundo membro da

equagdo, vem:

7 6 —7]
-8 —-15 1

3.3. Determinantes: definicao

Chamamos de determinante de uma matriz 4, ¢ indicamos por det (4), o nimero real que é associado a uma
matriz quadrada mediante certas operagdes. O estudo dos determinantes € importante, pois permite, dentre
outras possibilidades, o calculo da inversa de uma matriz, a resolug@o de alguns tipos de sistemas lineares, o
calculo da area de um poligono qualquer conhecidas as coordenadas de seus vértices, etc.

Considerando a matriz quadrada 4, de ordem 1, ou seja, 4 tem uma Unica linha e uma Unica coluna, portanto

A = (a;j)1x1 > seu determinante sera dado por: det (A) = ayq, por exemplo: Aj,; = [-3] = det(4) = -3

3.3.1 Calculo Determinantes: Ordem 2, Regra de Sarrus e Teorema de Laplace

Considerando agora a matriz quadrada A4, de ordem 2, ou seja 4 tem duas linhas e duas colunas, portanto

. 12 . r
A= (aij)2x2 , genericamente: A, ZM, seu determinante serd dado por:
21

a1 ag
az1 Ay

‘ det(A) = Aq1.0372 — Ap1.0Q1p ‘ ou ainda: det(A) = | | = 0aq1.097 — Ap1.017

Note que outra forma de indicarmos o determinante de uma matriz ¢ usando barras, que ndo deve ser
confundida com a ideia de modulo. De modo pratico, fazemos: determinante da matriz sera igual a diferenca
entre o produto dos elementos da diagonal principal e o produto dos elementos da diagonal secundaria. Legal,

entendeu tudo, ndo foi?...Mas, calma...respire... isso s6 € valido no caso de matrizes de ordem 2. Veja s6.

Dada a matriz B = [_31 ﬂ det(B) = (—1)(4) — (3)(2) = —4—6 = —10 = det(B) = —10

I
=,

Fique atento

Cuidado: determinante de uma matriz de ordem 1 € o proprio nimero, ndo confunda com modulo.

A =[-3] = det(4d) =|-3| = -3



Para o caso em que a ordem da matriz é maior que 2, temos processos especificos que permitem o calculo de

seu determinante. E o que veremos na sequéncia.

799,

Determinante de Matrizes de terceira ordem: Regra de Sarrus, 1€-se “Sarri”: um método pratico para o calculo
de matrizes de ordem 3, em que utilizamos a diferenga entre o produto de diagonais para obter o determinante.

Veja so.

Qi1 Q12 4g3
Dada a matriz A3,z = |Q21 @22 Qz3| para o calculo do determinante, escrevemos a matriz dada seguida
az1 43z 4z

de suas duas primeiras colunas e, em seguida, calculamos a diferenga entre o produto dos elementos das
diagonais descendentes pelos elementos das diagonais ascendentes, conforme mostram as setas na figura

abaixo:

N S /

Qi1 Q12 Qg3 | Qi1 A1V
R
(21 Gz Qz3 {dar Q2
A1 A3z sz A3 dsz

-

. i S
det(A) = (a11.az2.A33 + A12.Az3.A31 + A13.Ap1.A33) — (A31.App. Qg3 + A33.Ap3. Q11 + A33.A21. A1)
Outro modo de obter o mesmo resultado € escrevermos a matriz e, logo abaixo da ultima linha, repetir as duas

primeiras linhas e, em seguida, calcularmos a diferenga entre o produto dos elementos das diagonais
descendentes pelos elementos das diagonais ascendentes, tal qual o exemplo anterior. Veja so.

det(A) = (azq.a13.Az3 + Ap1.A33. Q13 + A11.App. A33) — (A1. Q2. A33 + Aq1. A37. A3 + A31.Ap3.Aq3)

Resolugao

Fique atento

E interessante notar que a expressio algébrica obtida é semelhante aquela quando do célculo do produto
vetorial entre dois vetores. Por isso usamos a ideia de “falso determinante” para o produto vetorial.



1 5 3 1 5 3
Dada a matriz: A = <4 2 9) , calcular det(A). Note que escrevendo: calcular [4 2 9], estamos
2 6 9 2 6 9
solicitando que se resolva 0 mesmo problema, calcular o determinante de uma matriz.
1.5 3415
Solucao: repetindo as duas primeiras colunas: \k\ 2 /
2 2.6
%\A\\\A\\A
. det(d) = —66

det(A) = (1.2.9 + 4.6.3 + 2.5.9) — (2.2.3 + 1.6.9 + 4.5.9) = 180 — 246 |~ det(4) = —66

Oh! legal, funciona mesmo ... pois ¢, por volta de 1840, Pierre Frédéric Sarrus descobriu isso mas, como tudo que
¢ bom dura pouco, esse processo s6 funciona em matrizes de ordem 3. Para matrizes de maior ordem, vamos
conhecer o método de Laplace, outro francés que, pelos idos de 1800, também estudava o assunto.

Resolucao

O teorema de Laplace aplicado ao calculo de determinantes de matrizes de qualquer ordem estabelece que: o
determinante de uma matriz quadrada A de ordem n é igual a soma dos produtos dos elementos de uma fila
pelos seus respectivos cofatores. Uma fila, em uma matriz, tanto pode ser uma linha como uma coluna e, para

que possamos entender tal teorema, precisamos conhecer algumas defini¢des, vamos a elas.

Definimos como menor complementar D;;, do elemento a;; da matriz quadrada M, como sendo o

ij>

[TX:3

e a coluna .

[T 1}
1

determinante que se obtém de M, eliminando-se dela a linha

Definimos como cofator ou complemento algébrico do elemento a;; da matriz quadrada M, como sendo

o elemento A;; = (=), D;j , em que Dy; € o menor complementar de a;;.

O processo desenvolvido por Laplace ¢ interessante, pois permite abaixar a ordem de qualquer matriz,

tornando-a de ordem 2, cujo calculo do determinante sera dado pela diferenca entre o produto dos elementos



da diagonal principal pelos elementos da diagonal secundéria, como visto anteriormente. Para facilitar o

entendimento, vamos a um exemplo de como calcular 0 menor complementar D ;:

4 7 0
DadaamatrizM = |5 9 7 |, temos que:
2 8 3

D4, serd dado por: eliminamos a linha 1 e a coluna 1, e calculamos o determinante da matriz resultante:

) W ) . )
5 9 7] - D11—|8 3| = D;; =27-56 =« Dy =-29
2 8 3

D53 sera dado por: eliminamos a linha 2 e a coluna 3, e calculamos o determinante da matriz resultante:

4 7 0 L 7
5 9 7) «Duy=|, o = D3=32-14 - Dy3=18
2 8 3

E assim por diante, podemos determinar todos os menores complementares da matriz M.

4 7 0
Para o célculo dos cofatores da matriz M = (5 9 7>, procedemos:
2 8 3
Ay = (-1 |Z ;| =27 —56 = —29 Apy = (—1)%*! |g g| = (-1)(21-0) = —21
A = (—1)1*2 |§ ;| = (-1)(25 - 14) = —11 Ay = (—1)2+2 |§ g| =12-0=12
A= (- 2 =40-18 =22 Ay = (-3} 7= (-1)(32 - 14) = —46
Az = (—1)%*1 |; (7’| — 490 = 49 Ay = (—1)3+2 |‘5* (7’| = (=1)(27 — 56) = 29
Agz = (—1)3%3 |‘5* ;| —36-35=1
Resolucao
15 3
Vamos calcular o determinante da matriz A=(4 2 9|, feito no exemplo anterior, usando Laplace,
2 6 9

usando como fila, em que fila tanto pode ser uma linha ou uma coluna, a primeira linha:

dec(d) = CDHLD 2 O+ DG ) O]+ D)) 2



= det(A) = (18 — 54) — 5(36 — 18) + 3.(24 — 4) = —36 — 90 + 60 = —66

« det(A) = —66

Note que, 6bvio, obtivemos 0 mesmo resultado para o calculo do determinante.

Resolugdo

A 7/
@ Fique atento

Os sinais dos cofatores sdo determinados pela soma dos indices i € j; sendo a soma par, mantém-se o sinal do
menor complementar, sendo impar, devemos multiplica-lo por —1.

Observe que tais sinais se alternam conforme o padrdo: +, —, +, —, ... tanto caminhando por uma linha ou
caminhando por uma coluna, de qualquer que seja o elemento de partida. Isso facilita as continhas.

Eventualmente, sendo possivel, usamos as propriedades dos determinantes para maior facilidade de calculo,

veja so:

O determinante de uma matriz quadrada é igual ao determinante de sua transposta: det(4) = det(A");
Se uma matriz quadrada possui uma fila nula, seu determinante sera nulo;

Se uma matriz quadrada possuir duas filas paralelas iguais ou proporcionais, seu determinante sera
nulo;

Se uma matriz quadrada 4 for multiplicada pelo escalar %, seu determinante também ficara
multiplicado pelo escalar £;

Se em uma matriz quadrada os elemento situados abaixo ou acima da diagonal principal forem nulos,
seu determinante serd igual ao produto dos elementos da diagonal principal;

Dadas duas matrizes quadradas A4 e B, de mesma ordem, o determinante do produto entre as matrizes
A e B sera igual ao produto dos determinantes das respectivas matrizes (Teorema de Binet)
det(A.B) = det(A).det (B);

Se trocarmos de posicao duas filas paralelas de uma matriz quadrada, seu determinante muda de sinal;
Se uma matriz quadrada possui uma das filas igual a uma combinacdo linear de outras filas, seu

determinante é nulo.



3.3.2 Matrizes Inversas: conceituacio e obtencio, matriz adjunta

Duas matrizes quadradas 4 e B serdo inversas se, ¢ somente se, A. B = B.A = I, , onde [,, ¢ a matriz identidade
de ordem n.

Uma matriz quadrada 4 admite inversa, se e somente se, det(A) # 0, sendo chamada entdo de inversivel ou
invertivel. Caso det(A) = 0 , diremos que a matriz 4 ndo admite inversa ou ndo € invertivel, ou, ainda, é
chamada de matriz singular.

Por defini¢do, temos que, dada uma matriz quadrada A, sua inversa serd indicada por A~1.

|
.

Fique atento

. 1oa . . 1
Cuidado, A~! ndo é a mesma coisa que "

4 1

: -1
11 3), determinar A™".

Vamos determinar a inversa de uma matriz de ordem 2: Dada a matriz A = (

Resoluc¢do

Solucéo: usando a defini¢do, vamos supor uma matriz quadrada de ordem 2 que, multiplicada pela matriz
dada A4, resulte na matriz identidade também de ordem dois, por conta das propriedades de multiplicagdo de

matrizes. Entdo teremos:

4x+z=1 I

DG 0N=0 D =(1r% i) =0 9 =i{nvves
1ly+3w=1 IV

—12x—3z=-3
11x+3z=0

—x 4+ 0=-3 ~x = 3,substituidoemIl = z = —11

Para resolver o sistema, fazemos: —3(I) + (II) =

—12y -3w =0

De modo analogo com as outras duas equagdes: —3(III) + (IV) = 11y +3w = 1

—y +0=1 . y=—1, substituido

emIV = w = 4.

Assim, temos que a inversa de A sera dada por: A™1 = (_3 _1)



Vocé deve ter percebido que esse processo, embora geral e eficiente para o calculo da matriz inversa, ndo ¢é
muito pratico, pois, caso tenhamos que determinar a inversa de uma matriz quadrada de ordem 3, cairemos
em um sistema com 9 equagdes e 9 incognitas; caso seja uma matriz de ordem 4, serdo simplesmente 16

equagdes e 16 incognitas, o que seria impraticavel.

: L. . . . 4 1
Assim, vamos estudar uma regra pratica para o calculo da inversa, usando a mesma matriz 4 = 11 3/)

1. encontramos o determinante da matriz: det(4) = 12 — 11 =1;

2. encontramos os cofatores da matriz 4, montando com eles a matriz dos cofatores de A, denominada matriz C :
cofatores damatrizA4: Ay =3 ; A1, =-11 ; A,y =—-1; A,, =4 =C= (_31 _il);

3. encontramos a matriz C , chamada de adjunta da matriz C, de modo que C = C%, ou seja, a matriz adjunta

¢ a transposta da matriz dos cofatores da matriz 4. = C = (_31 1 _41);
4. encontramos A™1, que sera dada pela formula: A™1 = detl o C,onde C = C¢;

Entdo, teremos que A% = % (—3;1 —41) I (_3;1 _41)

2 0 1
Calcular a inversa da matriz A = (1 2 1). Seguindo os passos:
3 2 1

1. calcular o determinante: det(4) = 2. |§ 1| - 0. |§ ﬂ + 1. |; ; =—4 . det(A) = —4 (Laplace)

2. cofatores da matriz 4 montando com eles a matriz dos cofatores de 4, denominada matriz C:

Ay = (-1)?- [g ﬂ =0 ;o Ap =173 [; ﬂ =2 Az = (-1D*- [; ;] =—4
A=) H=2 5 An= (—1)4-[§ ﬂ =-1; Ay =(—1)5-[§ 3]:—4
Az = (=D [2 ﬂ =-2 5 A =D ﬁ ﬂ =-1; Ap=(CD* ﬁ (2) =4

0 2 —4
~ C=| 2 —1 —4] (matriz dos cofatores)
-2 -1 4

3. matriz adjunta da matriz C, C , também indicada por Adj(A), que ¢ a matriz transposta da matriz C:

0 2 -2
c‘=Adj(A)=< 2 -1 —1)

—4 —4 4



1 = a1
et ) C,ou A

T det (4)
) 0 2 -2 U
At=— 2 -1 -1)=| _1
—4 —4 4

4. determinagdo de A~1, dada por: A™1 = - Adj(A) :

= A RN R
RN PN

ool

3

=

I

_ N e
Rl
Bl RN -

Resolucgao

3.4 Sintese da Unidade
3.4 Sintese da Unidade

Nesta Unidade, estudamos a matrizes, sua lei de formagao, os tipos de matrizes, as possiveis operagdes entre
matrizes e suas regras operatorias. Vimos o que € uma matriz transposta, adjunta; aprendemos sobre cofatores
e menores complementares, nomenclaturas peculiares vinculadas a entidade matematica matrizes. Estudamos
também os determinantes, nimero real que € associado a uma matriz mediante certas operagdes; conhecemos
as regras de Sarrus e Laplace para o calculo de determinantes, permitindo a determinago da inversa de uma
matriz, dentre outros conceitos relevantes. Foram varias as informagdes, portanto sugiro fortemente que vocé
pratique resolvendo os exercicios, ampliando seus conhecimentos e pesquisando as referéncias bibliograficas

indicadas, dentre outras pesquisas.




3.5 Para Saber Mais

Livros: Biblioteca Pearson
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3.6 Aprendendo

1. Escreva a matriz B, dado que B = (bif)2x3’ de tal modo que b;; = i? — j2.

Resolucdo

2. Uma fabrica de autopegas, dentre outros itens de reposicao para veiculos, produz diariamente &k unidades da
peca X e t unidades da peca Y, sendo que o custo unitario de tais pecas, em reais, é respectivamente r ¢ s.

Considerando as matrizes Aq,, € Byyq, dadaspor A= (3k t)eB = [;s] e sabendo-se a matriz C = A - B

representa o custo da produgao dessas duas pecas por dia, como podemos interpretar o resultado apresentado
na matriz C ?



Resolugao

3. Dadas as matrizes A = B _i _51] , B= (

a) A+C

Resolugao

2

4. Dada a matriz A = (_3

-1

2 _i) e C= [:i (1) _31] , pede-se determinar:

b) A-B ) 34-2C d) B+C

-1 . . o
4) pede-se determinar sua oposta, sua transposta e sua inversa, indicando-as

com as notacdes correspondentes.

Resolucédo

5. Dadaamatriz4, A = (

Resolugao

1
3
2

1 0
1 1) , pede-se determinar A™1 .
1 1



1 2 0
6. Calcular o det(4), dado que A = (4 6 5), usando Laplace ¢ Sarrus.
0 1 3

Resolucdo

3.7 Praticando

1. Escreva a matriz 4 dado que A = (aif)3x3’ tal que a;; = 2i — 3j.

2. Sejam as matrizes A = (aij)st ,B = (bif)3x7 e C= (Cij)5x7 tal que C = A - B. Assim sendo, pede-se
determinar, genericamente, o elemento c5; da matriz C.
1 _1), pede-se determinar sua transposta, sua oposta e sua inversa, indicando-as

2 -3
com as notagdes correspondentes.

3. Dada a matriz M = (

4. Dada as matrizes A = (_i _i) e B (2 é) , determine a matriz X, tal que X — 34 = B.

. (1 3 (3 4 1 , .
5. Dadas as matrizes A = ( 0 4) eB = (2 1 0), em sendo possivel, encontre a matriz P, de tal modo

que P = A - B. Justifique a operagao.

2 x x
6. Resolva a equacdo | -1 —2 —1| = 6 no campo dos reais. (veja que a notago usada ¢é relativa a determinante)
3 1 2

Resolu¢do

3.8 Atividade Diagnostica

1. Ao somarmos os elementos da diagonal principal com os elementos da diagonal secundaria da matriz
.2 . ..
i“+2jsei=j

transposta da matriz A = (ai f)2xz ,onde: a;; = { 2 P i
sei+#j

2i—j



a)— 11 b) 12 ¢) 15 dy 11 e)-8

2. Considere uma matriz 4 = (ai j)3xn , uma matriz B = (bi j)4x2 e uma matriz C = (ci j)mxz . Para que seja

possivel a operagdo (A - B) - C , os valores de m ¢ n, respectivamente, serdo:

aam=2en=4 bbm=3en=2 c¢cm=2en=3 dm=3en=4 e m=4en=2

2 1 3
3. Dadas as matrizes A = (1 3 2) e B= (1 0 2) , determinando a matriz C = A - B e, em seguida,

2 11 11 0

calculando a diferenga entre a soma dos elementos da primeira linha com a soma dos elementos da terceira
coluna, encontraremos:

a)2 b) 12 ¢)-17 d) 5 e) -8

4 1

4. Dada a matriz M = (11 3

) , a soma dos elementos que constituem a matriz M~1 seré igual a:

a) 21 b) 19 ¢) 27 K e) 32

5. Resolvendo a equagdo matricial [)16 ;] - B 2] = [2 _31] , encontraremos para a soma X +y + z + t

t 0
o valor:
a)—3 b)2 c)8 d) -5 e)3
2 X x
6. A soma dos valores de x que satisfazem a equagdo |—1 —2 —1|= 2 sao:
3 1 2
a)—2 b) -1 c)-3 d)5 e)2

3.9 Atividade Avaliativa

1. Determinando a diferenga entre a soma dos elementos da diagonal principal pela soma dos elementos da
. - . _ _J12 3 _I5 6 31
diagonal secundaria da matriz X, dada por X =C - (A+ B), onde A = [ 1 4] ,B= [7 O] eC [2 5],

encontraremos:
a)— 18 b) 32 c) 31 d) -31 e)23
. . _(x y 1 (1 =1 0\ .. gt [ 3 4 .
2. Sejam as matrizes P = (_1 1 x) e M= (O 1 0). E sabidoque P - M* = [_2 1]. Assim sendo,
o valor da soma x + y sera:
a)4 b) 21 c) 11 d) 10 e)12



3. Dadas as matrizes R = (_1 0 _4), S = (_8 2 _1) eT= ( 6 -8 7), a soma dos

3 -6 1 0 4 10 -4 -2 6
elementos da segunda linha da matriz X, onde X = —2R + %S - %T, sera:
a) -1 b) 15 c)-23 d) 11 e)23

4. Dada a matriz M = (é ;) , notamos sua inversa como sendo M 1. Assim, determinada a soma M + M~1,

encontraremos a matriz:

o[ ol 9 1 )

Nl =
WlWN |-
(¢]

N

-|>|'
(S NN N7
BlwW b |-

5. Dadas as matrizes A = (ai j)pxq ,B = (bi j)rxs e C= (ci j)mxn . Para que seja possivel efetuar a operacao

C - (A-B), deveremos ter:

q=s q=r q=Dp
a){nzp b) {n==s c){n=r
m=r m=p m=s
q=r
d) {n =p e) o produto nao se define para a ordem das matrizes dada.
m=s
-1 -2 -1
6. A soma dos valores de x que satisfazem a equacdo | 3 1 2 =14¢:
2 X X
a)5 b) -8 c)4 d)9 e)3



Unidade IV

Sistemas de
Equacoes Lineares

Nesta Unidade, estudaremos os sistemas de equagdes lineares, definindo-os e
estabelecendo processos e regras operatorias para encontrar eventuais solugdes
para tais entidades matematicas. No processo, ampliaremos o estudo feito no
ensino médio, discutindo os sistemas lineares equivalentes, sistemas homogéneos
e, principalmente, métodos ou algoritmos que nos permitam encontrar a solucao
de um sistema de equagdes lineares, tais como o método do escalonamento, ou
Gauss-Jordan, e o método de Cramer. Vamos aos estudos.

L2
[=]
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4.1 Definicio de Sistemas de Equacdes Lineares

Definimos como equagio linear toda equagdo na forma: a,x, +a,x, +---+a,x, =b, onde: a,,a,,---,a, sdo

non

numeros reais quaisquer, que chamamos de coeficientes das incognitas x,,x,,---x, € b é um niimero real,

denominado termo independente ou termo constante. Caso b = 0, a equagdo recebera o nome de equagdo
linear homogénea. A solugdo de uma equacao linear sera o conjunto de valores atribuidos as incognitas que

tornardo a sentenga verdadeira, ou seja, o primeiro membro serd igual ao segundo membro da equacao.
Definimos um sistema de equagdes lineares de m equacdes e n incognitas x,y,z... a todo sistema da forma:

a, X, +a,x, +a,x,+--+a,x, =b

Ay Xy + Ay Xy + Ay Xy -+ 1y, X, = b,

x =b

mnn m

A X, + Ay Xy + Ay Xy +o
Onde: a,,a,,4a,,...,a,,,b,,b,,...,b, sdo numeros reais; Xx,,X,,X,,...,X,s30 as incognitas ou variaveis, de

m

expoente igual a 1.

Resolugdo

A solug@o de um sistema de equagdes lineares sera dada por uma sequéncia ordenada de numeros reais,

(xl,xz,x3,---.x,,), a qual denominamos de n-upla, 1&-se “énupla”, que satisfard, simultaneamente, todas as m

equacgdes envolvidas no sistema.

B

Se todos os termos independentes forem iguais a zero, o sistema sera chamado de sistema

homogéneo e admitirda ao menos uma solugdo, aquela em que todas as incognitas serdo iguais
a zero, portanto S ={(0;0;0;...;0)}, que ¢ chamada de solucio trivial.

X+y—z=6

Observe que, dado o sistema: < 3x—y+2z=2 , a tripla ordenada (2,3,—1) sera sua solucao,
x—y—-z=0

pois substituindo tais valores nas equacgdes do sistema, todas elas se tornardo sentencas

verdadeiras.

Esta desconfiado? “Nun credita”? Entdo tire a prova, faca a substitui¢do e verifique ...
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2x+3y—z=7
O sistema de trés equagdes lineares a trés incognitas: {x —y+2z=1 pode ser escrito na
4dy—z=1

forma de uma equag¢@o matricial do tipo: A. X = B , onde 4 é a matriz dos coeficientes, formada
pelos coeficientes das incognitas, X ¢ a matriz das incdgnitas e B ¢ a matriz dos termos

independentes. Veja so:

2 3 —17rx 7 3
Il -1 2 [y} = 1] . A solucdo sera dada por X = 0]
0 4 —11tz 1 -1

Assim, usando as operagdes matriciais definidas anteriormente e delas fazendo uso
resolveremos problemas envolvendo os sistemas de equagdes lineares.

Percebeu agora por que estudamos matrizes em Unidade anterior? Achou que ficaria livre do assunto?

Vaindo ...

\_ /

4.1.1 Matrizes Equivalentes por Linha

Definimos uma matriz A = (a;;)mxn cOMo matriz equivalente por linhas a uma matriz B = (b;j)mxn, s¢ B
puder ser obtida a partir da matriz 4, aplicando-se uma sequéncia de operagdes elementares sobre suas linhas.
A notacdo A — B ou A ~ B ¢ usada para indicar as operagoes feitas sobre as linhas da matriz 4, levando-nos
4 obtengdo da matriz equivalente B. E interessante notar que as operagdes efetuadas tém como objetivo
transformar o sistema linear dado em um sistema escalonado, de modo que a primeira equagao apresente todas

as incognitas e, a partir dela, as demais se apresentardo escritas a menos de uma incognita. Veja um exemplo:

1 0 1 0
Dizemos que a matriz A =| 4 —1] ¢ equivalente a matriz B = [0 1], pois, efetuando operacdes
-3 4 0 0

elementares sobre suas linhas, obteremos a matriz B. Veja so:

1 0 1 0 1 0 0
S vyt B yewevsd U Iy LaioLs—4L, 1
_3 4 2 2 1 _3 4 3 3 1 0 4 2 2 3 3™ 2 O

Calma, muita calma, entenda a notagdo usada e perceba o que foi feito para a obten¢do da matriz B:

v" multiplicamos a primeira linha da matriz dada por — 4 e somamos com a segunda linha, gerando a
nova segunda linha da matriz subsequente;
v' multiplicamos a primeira linha da matriz por +3 e somamos com a terceira linha, gerando a nova

terceira linha da matriz subsequente;



v" multiplicamos a segunda linha da matriz dada por — 1, gerando a nova segunda linha da matriz
subsequente;
v’ finalmente, multiplicamos a segunda linha da matriz por — 4 ¢ somamos com a terceira linha,

gerando a nova terceira linha da matriz subsequente.

|
.

Fique atento

Cuidado, matrizes equivalentes por linhas ndo sdo matrizes iguais.

Resolugao

Tal conceito serd de grande valia para encontramos as eventuais solu¢des dos sistemas de equagdes lineares,
pois, usando sucessivas vezes as operacdes elementares nas linhas de uma matriz representativa do sistema a
ser resolvido, a transformaremos em uma matriz de facil resolug@o. Para que possamos exemplificar o conceito

e desenvolver a pratica, precisamos ainda de mais algumas defini¢des... vamos a elas.

Denominamos matriz incompleta, ou matriz dos coeficientes, a matriz A, formada pelos coeficientes das

2x+3y—z=0
incognitas de um sistema de equacdes lineares. Desse modo, dado o sistema de equagdes: {4x +y +z =7

—2x+y+z=1
2 3 -1
temosque A=| 4 1 1| serd chamada de matriz incompleta.
-2 1 1

Denominamos matriz completa, ou matriz aumentada, a matriz B, obtida a partir do acréscimo a matriz

incompleta de mais uma coluna, separada por uma linha tracejada, formada pelos termos independentes das

I
2 3 -1,0

equacdes do sistema. Desse modo, considerando o sistema dado, temos que B=| 4 1 11 7| sera
-2 1 1'1

chamada de matriz completa ou matriz aumentada do sistema. Note que acrescentamos uma barra vertical
tracejada separando os elementos da matriz dos coeficientes da coluna que contém os termos independentes

do sistema.
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Os algoritmos usados para a resolucdo de sistemas de equagoes lineares sempre foram objeto
de tormento para os “engenheiros calculistas”, como eram chamados os engenheiros
responsaveis pelos calculos estruturais. Embora tais algoritmos fossem de facil aplicagdo, sua
complexidade algébrica e operagdes recursivas envolviam muita aten¢do nas continhas, pois
bastava um sinal posto de forma inadequada ou uma simples multiplicagdo errada e todo o
trabalho ficava comprometido. Atualmente, com os recursos computacionais disponiveis, bem
como aplicativos adequados, calculos que levavam meses para ficarem prontos sdo feitos em
segundos, em equipamentos com oito ntcleos, por exemplo. Obviamente, isso tem um custo
que pode ser atenuado com o desenvolvimento de algoritmos mais eficazes, diminuindo, por

conseguinte o investimento em hardware.

N /

4.1.2 Sistemas Homogéneos

Um sistema sera chamado de homogéneo quando todos os termos independentes, de todas as equagdes, forem

x+2y—3z=0
nulos, por exemplo: {3x — 4y +z =0 . E interessante notar que um sistema de equagdes lineares homogéneo
x+3y+9z=0

admitird ao menos uma solucdo, ou seja aquela em todas a variaveis s@o iguais a zero, portanto S = (0,0,0),

1 2 —31rx 0 0
ou, ainda, transformando-o em uma equagdo matricial: (3 —4 1] [y] = [0] = X = |0[ matriz solugdo
1 3 9llz 0 0

ou vetor solugdo do sistema. Neste caso, dizemos que o sistema tem soluc¢do trivial, podendo ocorrer casos em
que tenhamos outras solugdes além da trivial para um sistema homogéneo, que serdo chamadas de nio triviais.
A solug@o de um sistema de equacdes lineares homogéneo ¢ obtida usando-se o método do escalonamento,
que sera estudado em seguida. E interessante observar que todo sistema linear homogéneo que tenha nimero

de equagdes menor que o numero de incdgnitas terd infinitas solugdes.

4.1.3 Tipos de solucdes

Dependendo das solugdes encontradas para um sistema de equagdes lineares, podemos classifica-lo como:

possivel {determinado
Sistema indeterminado
impossivel
Assim, temos que:
v Sistema possivel e determinado sera aquele que admite uma tnica solu¢do: SPD
v Sistema possivel e indeterminado sera aquele que admite infinitas solugdes: SPI
v Sistema impossivel sera aquele que ndo admite solucdo: SI



N

Supondo um sistema de duas equagdes lineares com duas incognitas e plotando tais equacdes
em um plano cartesiano, obteremos duas retas que atenderdo a uma das trés possibilidades:

Y

r S y y s

r=s L

! ™~

SPD

=V
=V

SPI X ' s1

Caso trabalhemos com um sistema de trés equagdes com trés incognitas, as eventuais
solugdes envolveriam planos no espago tridimensional. Sugiro que, usando o Geogebra,
plote as equagdes de um sistema com estas caracteristicas e constate.

- /

Para saber mais
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Esta curioso? Ficou interessado? Quer expandir seus conhecimentos? Visite a biblioteca Pearson em:

Algebra Linear Algebra Linear
Daniela Fernandes — pagina 33 Neide Franco — pagina 83
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4.2 Resolucao de Sistemas Lineares: Método do Escalonamento

Dentre os processos, ou algoritmos, possiveis para solucdo de sistemas de equagdes lineares, e sdo varios, cada
um com suas especificidades e maior ou menor complexidade algébrica, apresentamos agora o método do
escalonamento, que consiste em transformar o sistema linear dado em outro equivalente de facil resolugio.
Para isso, efetuaremos operagdes elementares sobre as linhas do sistema, de modo que a matriz dos
coeficientes se transforme em uma matriz triangular superior, ou seja, cada linha, a partir da primeira, se

escreverd a menos de uma incognita, dai o nome escalonamento, semelhante a uma escada.

Esta confuso? Calma, como ja falei, tudo passa ... Veja o exemplo e tudo ficara mais claro... Vou lhe explicar

de modo que possa entender.



x+2y+3z=7
Vamos considerar o sistema de equagdes lineares dado por: {2x +y +z =4
3x+3y+z=10

Resolucao

|
1 2 3,7
|
A matriz aumentada do sistema sera dada por: [2 1 1,4 ] Aplicando operagdes elementares para obter a
3 3 1110
1
matriz triangular superior, vem:
123'77——np 2 3! 7 L7
1 Ly—Ly—2Lq 1 1
2 11,4 , [0 =3 —5|—10L—> 0 1—10|.
Lila=3Ly |0 =3 -8 j—11] 7"V o 0 -1

3 3 1,10

Note que conseguimos transformar a matriz dos coeficientes em uma matriz triangular superior, obtendo

x+2y+3z=7
desse modo o sistema escalonado —3y —5z=—-10 equivalente ao sistema de equagdes dado.
-3z=-1

Note também, no sistema escalonado, que, a partir da primeira equagao, as demais se apresentam a menos de

uma incognita. Assim, a partir da terceira equagdo, que envolve somente uma incognita, encontramos o valor

N . . N 1
de z e damos solug@o ao sistema por retroalimentagdo. Temos que: —3z = —1 = z = 37

que substituido na segunda equagao fornecera o valorde y: —3y —5 (%) =-10= y= % ,

que substituido na primeira equagao fornecera o valor de x: x + 2 (%) +3 G) =7 =>2x= g

4
9
. , ) 25 . 4 25 1
Portanto, a solu¢do do sistema serd dada pela matrizz. X = |?| ouentio S = {(; e 5)} .

5

Resolucao




2x+y—4z=3
Resolver o sistema: { y+3z=-2

2x+3y+2z=-1
|

2 1 -4, 3
A matriz aumentada do sistema sera dada por: [0 1 3 |—2].Aplicando operagdes elementares para obter
2 3 2 1-1

1
a matriz triangular superior, vem:
2 1 —4 |3 2 1 -4 3 2 1 -4 3
0 1 3 ,—2(L3—>L;—L3|0 1 3 —2|Lz3 > 2L, +L3{0 1 3 -2
2 3 2 -1 0 -2 —-61 4 0 0 010

Transformada a matriz dos coeficientes em uma matriz triangular superior, obtivemos o sistema escalonado:

2x+y—4z=3
{ y+3z=-2 equivalente ao sistema de equacdes dado.
0.z=0

Da terceira equagéo, temos que 0.z = 0 , que ¢ sentenca verdadeira para qualquer valor de z pertencente aos
reais, caracterizando z como varidvel livre € 0 sistema como um sistema possivel e indeterminado, ou seja, tem
infinitas solugdes que dependerdo do valor atribuido a z.

Da segunda equacdo temos: y + 3z = —2 = y = —2 — 3z ; substituindo na primeira equacao, teremos que:

2x+y—4z=3 >2x+(-1-32)—4z=3 22x=5+7z x=-+.z

Portanto, a solug@o do sistema sera dada pela matriz: -~ X = |_ 2 _3,|0u S = {G + %Z, —2— 3z, Z)}

Caso seja atribuido um valor para z, por exemplo, z = 2, teremos a solugio particular dada por: S = {(?; -8; 2)}

Resolugao

2x+y—z=7
Resolver o sistema: {4x —-3y+5z2=-7 .
2x —4y+6z=—-12



2 1 -1 7
A matriz aumentada: [4 -3 5 : —7]. Aplicando operagdes elementares para obter a matriz triangular
2 -4 6 1—-12
1

superior, vem:

2 1 1 ' 71— 1 -1' 7 2 1 -1' 7
L, > 2L, +L I I

[4 -3 5 :—7] 27T g 5 g :—21]L3—>—L2+L3 0 -5 7.—21].

2 -4 6 Ly—>—-Li+Lz|g -5 7 1-19 0 0 01 2

—12

Transformada a matriz dos coeficientes em uma matriz triangular superior, obtivemos o sistema escalonado:

2x+y—z=7
{ —5y + 7z = —21 equivalente ao sistema de equag¢des dado.
0.z=-12
Resolucdo

Da terceira equag@o do sistema escalonado, temos que: 0.z = —-12 ~ Zz € R|0.z=-12. O sistema

nao tem solucdo, ou seja, ¢ um sistema impossivel. S={ } ou S= ¢ éerrado escrever: S = {¢}

2 4 )

Recomendo fortemente o uso do App free Exact Matriz Solver para 10S. Infelizmente o
desenvolvedor ndao promoveu atualizagdes no app e talvez ele ndo rode em devices mais novos.
Utilizo o app em um iPod Touch 4* Geragdo de 2012, rodando IOS 6.1.6 ¢ em um iPhone 4S.
Tempos atras, tentei instalar em um iPhone 6S, mas nao tive sucesso. Embora o desenvolvedor
recomende o uso em iPads, ndo recomendo por conta de bugs quando da inser¢ao de dados no
app. Outros Apps para Android e IOS: Microsoft Math Solver; Photomath; Cymath; Mathway;

Symbolab
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4.3. Resolucio de Sistemas Lineares: Método de Cramer

Vamos considerar um sistema AX = B de n equagdes lineares e n incognitas. Seja A = (al- j) a matriz dos
coeficientes e B = (b;) o vetor coluna dos termos independentes. Consideremos agora a matriz A; a matriz

obtida a partir da matriz 4 , substituindo a coluna i da matriz 4 pelo vetor coluna B e convencionando que



D =det(4) , N, =det(4;) , N, = det(4,) , N3 =det(43) , ..., N, = det(4,): Cramer formulou seu
teorema, estabelecendo uma relagdo entre esses determinantes ¢ a solugdo do sistema linear AX = B, que
apresentamos, resumidamente, a seguir.

e O sistema de equacdes lineares AX = B possuird uma tnica solugéo se, ¢ somente se, o determinante

da matriz dos coeficientes for diferente de zero, ou seja: D = det(A4) # 0;

~ . , N
e A solucdo do sistema sera dada por: x; = ;1 , Xy = —

Para que entendamos o método de Cramer para resolugdo de sistemas lineares, vamos resolver o sistema

2x—y+5z=1
dadopor: {—x+2y—2z=2
“3x+y—-7z=-1

Determinando as matrizes dos coeficientes, dos termos independentes e das respectivas varidveis envolvidas

no sistema, bem como seus respectivos determinantes, temos:

2 -1 5
v" Matriz 4 dos coeficientes: 4 = | -1 2 —2], cujo determinante sera: det(4) = 2 ~ det(4) # 0
-3 1 -7

1
v' Matriz B ou vetor coluna dos termos independentes: B = [ 2]
-1

[ 1 -1 5]
v' Matriz N;: N; = | 2 2 =2| = det(N,) =-28
-1 1 =71
2 1 5]
v’ MatrizN,: N, =|-1 2 =2|= det(N,;) =2
-3 -1 =7
2 -1 1
v' Matriz N3: N3 =|-1 2 2= det(N,) =4
-3 1 -1
Entdo, teremos que:
det(Ny) _ -8 . det(Ny) 2 det(N3)
X e X T AT TR Y R @ DY T YL T g T 2T, 2

Portanto, a solu¢do do sistema sera a 3-upla: S = {(—4;1;2)}

Fique atento

Note que s6 havera solu¢do determinada se det(4) # 0



Cramer s6 € valido em sistemas em que o nimeros de equagdes € igual ao numero de incognitas.
Caso det(A4) = 0 = Cramer ndo se aplica.

Resolugao

4.4 Sintese da Unidade

Nesta Unidade, definimos e estudamos os sistemas de equagdes lineares. Conhecemos alguns algoritmos,
escalonamento e Cramer, que permitem encontrar suas solucdes, seja para aqueles cujo nimero de incognitas
¢ igual ao numero de equacdes ou para aqueles em que isso ndo ocorre, definindo o que seja variavel livre.
Estudamos também os sistemas homogéneos, ou seja, aqueles cujos termos independentes sdo todos nulos.
Vimos como associar um sistema de equagdes lineares com a ideia de matriz, nos permitindo obter equagdes
matriciais que facilitam na resolu¢ao dos sistemas e, em alguns casos, permitem interpretar geometricamente

os sistemas lineares, essencialmente aqueles do tipo 2x2 ou 3x3.

Sintese

-f::lEI
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Khan Academy:

App: Solucionador de sistemas lineares: Matrix Calculator: https://matrixcalc.org/pt/

4.6 Aprendendo

x+2y+3z=4
1. Resolver o sistema de equagdes lineares usando escalonamento: {2x + 5y + 7z = 13 .
—x+y+z=8

Resolugdo

2 4 1\ /x -2
2. Usando o método de Cramer, resolva o sistema linear: <—1 3 2) <y> = ( 1).
5 =2 3/ \z
Resolucao

2 1 —4\ /x 3
3. Usando o método de Cramer, resolva o sistema linear: { 0 1 3 <y> =|-=2])
2 3 2/ \z

Resolucao




x1+2x2+X3+x4=1

4. n lonamento, resol istema: .
Usando escalonamento, resolver o sistema {x1+3x2—x3+2x4=3

Resolugao

k 1 1\ /x 2
5. Dado (2 -1 2) (y) = (5) , determine o valor k para que o sistema admita solug@o unica: k#-8 x=(1,-1,1)
4 -1 1/ \z 6

Resolugao

4.7 Praticando

x+2y=3
1. Usando escalonamento, determine & para que o sistema admita solug¢do tnica: {5x —-3y=2.
2x—2y =k

2 1 1\ /x 0
2. Dado o sistema linear homogéneo: | 1  k 1 (y) =0 |, pede-se:
1 -1 2/ \z 0

a) determine k£ de modo que o sistema admita infinitas solucdes;
b) usando escalonamento e & obtido no item (a), encontre a solugdo geral do sistema;

c) se as variaveis livres forem iguais a 1, qual a solugdo particular para o sistema?

x+2y—z=4 2x+y—4z=3
3. Dados os sistemas lineares (I): { 2x+13y+2z=35 ¢ (II):{ y+3z=-2 |, paraqual deles a
—x+y+4z=>5 2x+3y+2z=-1

resolucdo seria mais adequada usando a regra de Cramer? Em qual deles seria mais viavel empregar o

escalonamento? Fundamente sua resposta.

x+2y—-3z=1
4. Resolva o sistema usando o escalonamento: {Zx +5y—8z=4
3x+8y—13z=7



Resolugao




Unidade V

Transformacoes
Lineares

Nesta Unidade estudaremos as transformacdes lineares, caso particular das
transformacoes, um tipo especial de funcdo que associa elementos entre dois
espagos vetoriais, muito semelhante em conceito aquele ja estudado em Pré-
Calculo, na Unidade IV, ou seja, o conceito de fun¢do, que associa nimeros reais
mediante uma dada lei de formagao. No caso das transformagdes lineares, tanto
o conjunto dominio quanto o conjunto contradominio serdo vetores portanto os
chamaremos de “espagos vetoriais” e, particularmente, nos interessarao as funcoes
vetoriais lineares, a quem chamaremos de transformacdes lineares. Podemos dizer
que as transformagdes generalizam o conceito de fun¢do. Vamos as defini¢coes
para melhor entender o assunto.




5.1 Definicao e Propriedades: Nucleos e Imagens

Antes de iniciarmos o estudo sobre as transformagdes lineares, ¢ importante recordar o conceito de
fun¢do, para que possamos estabelecer uma analogia ao conceito de transformagédo, termo usado em

algebra linear.

Funcio: O diagrama abaixo mostra a relagao entre dois conjuntos X e ¥, R x R, de modo que a cada
elemento do primeiro conjunto corresponda um, e s6 um elemento do segundo conjunto, que ¢ a

defini¢ao de fungdo, e indicamos por: f:X — Y. Note que:

¢ FElementos do dominio estdo em X
e Elementos do contradominio estdo em Y
e Elementos de Y que se relacionaram sdo as imagens

e {yeY;y=f(x)paraalgumx € X} serd Imgy, ou fiX)

dominio  f(y) =y contradominio

e xeReyeR

Na algebra linear “emprestamos” o conceito, a ideia, de fun¢do e passamos a denomina-la
transformagiio, indicando-a pela letra 7. Assim, podemos inferir que os termos fung¢io ¢
transformagiio sdo sindnimos. Vocé deve estar se perguntando: “... mas qual o motivo disso, justo
agora que entendia tudo sobre fungdes...”. Ocorre que, quando trabalhamos com as fungdes, operamos
com o conjunto dos nimeros reais e, ao trabalharmos com conceito semelhante em algebra linear,
estaremos operando com vetores, que podem ser escritos na forma de uma matriz, portanto, entidades
matematicas mais sofisticadas, denominadas espacos vetoriais, por isso esse tratamento diferenciado,

veja so:

Sejam os espagos vetoriais ¥ e W, pertencentes a R" e R™ respectivamente, diremos que ocorrera a
fungdo T: R™ - R™ , chamada de transformagio linear, quando ela satisfizer as seguintes condigdes

quando aplicada nos vetores i e ¥ pertencentes ao espaco vetorial R™:

N (1) T + v) = T(uw) + T(v), para todo os vetores i e v € R";

(2) T(a-u) = a - T(d) para todo os vetores U do espago vetorial V,

bem como os escalares «;
T: V=W

T(w

Note que: a escrita: T(a - U ) = a - T(4) preserva o produto e T(U + v) = T(u) + T(V), preserva a soma, O

que ¢ equivalente a preservar combinagdes lineares, ou seja: T(a - U + V) = a - T(w) + T(V)



vy

N\ 7

Fique atento

E interessante notar que ¥ é o dominio da transformacdo e W é o contradominio da transformagao,
sendo ambos, espacgos vetoriais. Note também que a variavel independente V e a varidvel dependente
W sdo vetores, que serdo representados a partir de agora em negrito, sem a seta acima. Vamos a um

exemplo para melhor entender o conceito e uso da funcdo transformagio linear.

Seja a transformagdo T: R? — R?, dada por T(xq, x,) = (x; + x5, 3x;), que também pode ser escrita

xl] X1 + Xy

X 3y ], cujo significado é: a transformagao 7 pega o vetor (x4, X,) € o transforma
2 1

como: T: [

no vetor (x; + x5, 3x;), vamos verificar se 7 ¢ uma transformacao linear.

Solucao:
Para que verifiquemos se a transformagdo dada ¢ uma transformacao linear, precisamos constatar

se ela atende as condigdes definidas em (1) e (2). Desse modo, vamos considerar os vetores U e ¥,

pertencentes ao dominio de T:

DTU+v)=TI) +TW)

Sejam os vetores: U = [u1] eV = [Ul] € R2, verificando se ocorre: { - -
Uz () 2)T(a-u)=a-T)

u; + vl]

— = — = ul vl —
Calculando a soma dos vetoresu e v: U+ v = [uz] + [Vz] = [uz + v,

Uuq +U1]) _ [ul +u2 +171 +U2]

Aplicando a transformagio na soma obtida: T(U + v) =T ( s+ v 31 + 3
2tV Ug 1

U t+u, + v+ v,

TG+ D) = | 3.1, + 3, Jm

Aplicando a transformagdo nos vetores U € v:

r@=1(La) =[] T@=T () =[]

Calculando agora a soma das transformagdes aplicadas em U e ¥:

u1+u2]+[v1+v2] _ [u1+v1+u2+172]

3.y 3.14 3.uy +3.v4

Uuq + U1 + U, + %)
3.uy +3.vq ] (In)

T(@) +T(®) =

TG +T) = |

Note que (I) =)= T+ v) =T@W) + T(¥) - condigdo (1) é satisfeita;

Lé-se: “ a transformagdo da soma ¢ igual a soma das transformagdes”



e Aplicando a transformagdo T em o- u: T(a- 1) = [

e Aplicada a transformagdo 7 no vetor i, obtivemos: T(d) =T (

e Determinando agora o produto entre o escalar « e o vetor u:

wl =] = =[]

a‘u1+a‘u2

u1 + u,z]
3o uq

]:T(a-ﬁ):a-[ 3u,

 T(a-T) =a- [”13;”2] (I11)

=[]

e Calculando o produto entre o escalar a e a transformacdo T aplicada no vetor u:

u, + uz]

a-TW)=a- [ (Iv)

Note que (II) = (I1V) = T(a-u) = a- T(u) - condigio (2) é satisfeita;

Assim, atendidas as condigdes definidas em (1) e (2) dizemos que a transformagdo T: R? — R?, dada por

T (xq,%x3) = (%1 + x3,3%1) , ¢ uma transformacio linear.

Vamos para mais um exemplo:

X
2x —y
3x +4y

X
Verificar se T: R? —» R3, definida por: T ([y]) = ¢ uma transformagao linear.

Solucao:
DT+ D) =T@W) +TW)

X X
Sejam os vetores: 1 = [yﬂ ev = [y;] € R2, verificando se ocorre: {(2) T(a-7)=a-T@)

e et _[*1tx
e (Calculando a soma dos vetoresu e v: U+ vV = [J/1] + [Yz] = [3’1 " J’z]
N N X1 + xZ]
SUF V=
Y1+ Y2

Xy + X,
e Aplicando 7 na soma obtida: T(U + V) = T( ;1 1;2]) 2(x1 +x2) = (1 +y2)
v 13(x1 +x2) +4(y1 + 2

X1+ Xy [ X1+ Xy
ST+ =] 20+ 2% =y =y, | =| Qxy—y1) + (2x2 = y2)
3xq + 3x, + 4y, + 4y, | (3x; + 4y1) + (3x, + 4y,)
X1 X2
STU+V)=|2x1—Nn 2x; — )
3xq + 4y, 3x, + 4y,




e Aplicando T nos vetores U € ¥:
ra=7([,,])= e 1@ =7([,,]) =

e Calculando agora a soma das transformagdes aplicadas em i € ¥:

X2

2% — ¥
3x, + 4y,

2x1
3x, + 4y

X1
2%, =y
3xq + 4y,

X2
ZXZ -
3xy + 4y,

T@) + T(#) = (I1)

Note que (I) =(II)= T +v) = T(W) + T(¥) - condicdo (1) ¢é satisfeita;

Lé-se: “ a transformagdo da soma € igual a soma das transformagdes”

Determinando agora o produto entre o escalar o e o vetor U:

] [axl] . axl]
ay; ] ayq
ax oxg a(xy)
Aplicando a transformac¢do Tem o- u: T(a-u) =T ([ocyl]) = [ Zox; —ay, l =| a(2x; —y1)
! 3ax1 + 4aY1 O((3x1 + 4'yl)
X1
S>T(a-U)=a-|2x — (T1I0)
3x1 + 4‘y1
X1
Aplicada a transformagio T no vetor i, obtivemos: T(#) = | 2X1 — Y1
3x, + 4y,

Calculando o produto entre o escalar « e a transformagdo T aplicada no vetor u:
X1

2x1 -

3x1 + 4y,

a-Tw)=a- (IV)

Note que (IIT) =(1V) = T(a-u) = a-T(U) - condigdo (2) é satisfeita;

Assim, atendidas as condi¢des definidas em (1) e (2) dizemos que a transformagio T: R? —» R3, definida

o 7((1)-

x
2x—y
3x +4y

¢ uma transformacao linear.

Solugdo




Mais outro exemplo: Verificar se T: R? - R3, definida por: T(x,y) = (x+ 1,x+y,y + 1) é uma

transformacao linear.

Solucdo: verificando se ocorre a condigdo (2) T(a - U ) = a - T(1), u € R? e @ um escalar:
Ta-(x,y))=T(ax,ay) =(ax+1,ax+ay,ay+ D=(ax+1,a(x+y),ay+ 1)

T(a-(x,y)) =(ax+1,a(x+y),ay + 1) note que ndo tem como evidenciar o escalar «, assim,
temos que:

T(a-u) # a-T(U) = atransformacgio dada ndo é transformacdo linear.

Podemos resumir a defini¢do de uma transformagao linear combinando as defini¢des 1 e 2 , veja so:

T:R™ - R™ ¢ uma transformacdo linear se:

T(a U + a,v) = a;T(U) + a,T(V), paratodo U e ¥ € R" e escalares a; e a,.

E interessante sabé-la pois, pode economizar nas continhas a serem feitas.

Denominaremos de nicleo de uma transformacao linear T:V — W ao conjuntos de todos os vetores

v € V que sdo transformado em 0 € W, e indicaremos tal conjunto por N(T) ou entdo por ker(T):
ker(T)=N(T)={veV /T(v)=0€e W}.

Note que N(T) c Ve N(T) # ¢,pois0 € N(T)eT(0) =0

v W

Como exemplo, temos que o nucleo da transformacao linear definida
por T: R? - R?,T(x,y) = (x + y,2x — y) € o conjunto dado por:
N(T) = {(x,y) € R?|T(x,y) = (0,0) = (x + y,2x —y) = (0,0).

N(T) = (v EV|T(v) = 0} {Hy —0

2x—y=0 = x=0e y=0entdo: N(T) = {(0,0)}

Para que determinemos o niicleo de uma transformacio linear, vamos considerar a 7L T:R? - R,

definida por: U = (uy,u;) - T(U) = 2u; + u,, vamos determinar seu nicleo ou, ker(T).

Solu¢iio: Para que determinemos ker(T), deveremos ter: T(uq,uy) = 2uq +uy, =0 = u, = —2u,, assim,
teremos que: Uy = {(uy, —2uy),u; € R}.
E interessante notar que ker(T) éaretay = —2x.

Mais um exemplo:

Vamos determinar ker(T), dada TL T:R? - R3, definida por: u = (uy,u;) = T(u) = (0,u; + uy, 0).



Solucio: Para que determinemos ker(T), deveremos ter: T (u,,u;) = (0,uy + u,,0) = (0,0,0) =
u, = —uy, assim, teremos que: ker(T) = {(uy, —uy),u; € R}.

E interessante notar que ker(T) éaretay = —x.

Ja que vocé estd gostando, vamos a mais outro exemplo:

Determinar ker(T), dada TL T:R? — R?, definida por: u = (uq,uy) = T(w) = (uq + 2uy, 2uy — wy).

Solucio: determinando ker(T) = {(uy,u;) € R?/T(uy,u,) = 0 = (0,0)}. Assim, devera ocorrer:
(uq + 2uy, 2uy — uy) = (0,0). Igualando as respectivas coordenadas, encontraremos o sistema

u; +2u, =0

linear homogéneo dado por: {2 U —u, =0

cuja solucao ¢é dada por: u; =0 e u, = 0, nos

permitindo concluir que o sistema linear homogéneo s6 oferece a solucdo trivial, portanto, teremos

que: ker(T) = {(0,0)}.

Imagem de uma transformacdo linear conceituaremos como sendo:
4 w, Seja T:V — W uma transformacao linear.
A imagem de 7, notada por Im(T), é o conjunto dos vetores w € W tais
que existe um vetor v € V que satisfaz T(v) = w ou seja:
Im(T)={weW /T(w) =wparaalgumv € '}

Im(T) é um subespago do espago vetorial do contradominio W

Vamos a uma aplicacdo do conceito:

Dada a transformagdo linear T: R® —» R?, definida por T(x,y,2z) = (x + y + z,x — y — 2z), vamos

determinar sua imagem.

[+ 51+ Ll = [T Bl + [S]+ La = Bl L]+ L]

Que pode ser escrito como: x - [ﬂ +y- [_ﬂ +z- [_21] =x(1,1) +y(1,-1) +z(1,-2)

Assim, temos que a imagem da transformacgao sera dada por:

Veja outro exemplo:
Considere T: R® —» R3 uma transformacio linear definida por: T (vy, v, v3) = (vy, v5,0), aimagem da

transformacdo, Im(T), sera dada por {(w;,w,,0), Vw;,w, € ]R3}. Desse modo, supondo um vetor



w = (wq,wy, w3) € Im(T) ©®w; = 0, nos permitindo concluir que a imagem da transformagio sera o

plano xy

Mais um exemplo:

V1tV .
12 %), determinando a

Seja T: R? - R3 uma transformagdo linear definida por: T(v,,v,) = (v;,v,,

wi+wy

Im(T), teremos que: Im(T) = {(wl,wz, ) Y wy,w, € R}.

W1+W2

Assim, se vetor w = (wy, w,,w;) € Im(T) & wy = T 2wy =w +w, S wy +w, — 2wy = 0.

Desse modo, a imagem da transformacgao linear sera dada por:

Im(T) = {(wy, w,,w3),com wy,w,, w3 € R/wy +w, —2w; = 0}

Vamos determinar uma base para a imagem da 7L, T: R? - R?, definida por: T(x,y) = (x + y, ).

Solucao:

Note que a imagem da transformagdo deverd compreender todos os vetores na forma (x + y,vy) = x(1,0) +
v(0,1), de modo que qualquer elemento da TL devera ser uma combinagio dos vetores (1,0) e (0,1), Como o
conjunto {(1,0), (0,1)} é linearmente independente, também gerando a Im(T), entdo ele sera uma base para a

Im(T).

Chamamos de base de um espago vetorial ao conjunto de vetores independentes que o geram.
Entendemos dimensao de um espago vetorial como sendo o nimero de vetores desse espago. Desse
modo, podemos concluir que, se um dado espago vetorial V' possui base com 7 vetores, entdo V' tem
dimensao n, que indicamos como: dim V' =n. Caso V' ndo possua base, diremos que dim V' = 0.

Caso V apresente infinitos vetores como base, diremos que sua dimensdo ¢ infinita, indicando:

dim V = oo.



Refor¢ando a ideia de que uma Transformacdo Linear ¢ uma generalizacdo das funcdes
lineares que envolvem numeros reais, certas nomenclaturas/classificagdes aplicadas as
funcdes também sdo aplicaveis as TL, tais como: transformacdo linear injetora,
transformacao linear bijetora e transformagao linear sobrejetora, lembrando que: Uma
fungdo ¢ dita imjetora quando x; # x, = f(x1) # f(x;), que entendemos como:
dominios diferentes nos levam para diferentes imagens.

Uma fungdo ¢ dita bijetora quando Imy,, = contradominios ), que entendemos
como: todos os elementos do conjunto contradominio serio elementos imagens da
funcido. Uma func¢ao sera dita sobrejetora se for injetora e sobrejetora simultaneamente.

Tais conceitos também se aplicam as TL.

- J
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5.2 Aplicacdes Geométricas de Transformacdes Lineares (7L) em IR? e IR3

Vimos que uma 7L pode ser representada por uma matriz. Particularmente, existem algumas matrizes

que promovem transformacgdes geométricas quando aplicadas em um vetor, sendo essa uma das




importantes aplicacdes do conceito de transformacdo linear na computacdo grafica, vamos a um

exemplo:

0

. .05
Seja a matriz A = [ 0 05

] , que define um transformagio linear no plano, ou seja T: R? - R?,

definida por T(x) = A - x , onde x é um vetor, e sejam 0s vetores U = [(1)] ,V = [;] ew = [g]

Aplicando a transformagio T (x) nos vetores dados, teremos:

T(u)=[065 0(,)5] [$]=[0(,)5]; T(”):[O()S 0(,)5] [é]:[(l):g];”w):[oés 0(.)5] [g]z[lbs]

Geometricamente, podemos representar o ocorrido como:

Posi¢ao dos vetores u, ve w Figura gerada poru,ve w Figura apds aplicacdo de T
I\ ~ : Y
riiii‘? ’U h
i
|
ﬁ A 4 i ﬂ F
B
w

Perceba que, no caso, a matriz A definird uma contragio ou redugio, podendo ocorrer:

0 < |A| <1 reducio

Tw)y=4-v= {|A| > 1 ampliagao

Mais um exemplo:

Seja a matriz A = [1 _g] , que define um transformagdo linear no plano, T: R? — R?, definida por

0

T(x) = A - x,onde x é um vetor. € sejam os vetores U = [(1)] ,V = [é] ew = [g]
4

o —ollil=L]
@ =l ls=[3

ron=[s 4110

&l

T (%)

TW)




Perceba que, no caso, a matriz 4 definird uma reflexiio em x.
Vamos a outro exemplo:

Seja amatriz A = [(1) _(1)] , que define um transformagdo linear no plano, T: R? —» R?, definida por

T(x) = A-x,onde x é um vetor, e sejam os vetores U = [(1)] , V= B] ew = [(3)]
raw =[] Tl[il=["] s r@ =[] TollsI=[7]e

o =[3 -1

. . ~ T
Note que a matriz 4 definiu uma rotagao em S na figura.

Ay
T (W)

T(v)

=l

=l
=Y

T(u)

A rotagdo do plano em torno da origem, que faz com que cada ponto descreva um angulo 6, ¢ dada
Ay
Ts(v
(?(l ). - \‘{16
\ candnica ¢ dada por: [Tg] = [
v
£z =0, 1)y figura ao lado.

'\B

por uma transformacido linear do tipo Tp:R? — RZ?, cuja matiz

cos@ —senf

send cos 0], conforme mostra a

As imagens dos vetores e; = (1,0) e e, = (0,1), uma vez aplicada a
TL, sdo: [Te;] = (cosO,senf) e [Te,] = (—senb, cosh), ou seja:
[Te,] = (cosB)e; + (senB)e, e [Te,] = (—senb)e; + (cosh)e,

conforme mostra a figura ao lado.

cosf —senb

, chamamos de matriz de rotagiio de um angulo 8,
senb cosf

A matriz de transformagio [Ty] = [

onde: 0 < 0 < 2m, e é a matriz candnica da transformagdo linear Ty: R? — R?, definida por:
To(x,y) = (xcosB — ysenf , xsenb + ycos6).

Veja uma aplicagdo do conceito: Suponha que desejemos a imagem do vetor v = (4,2) pela rotagao

A T . . . ~ N o .
de um angulo 6 = s Para isso, basta aplicarmos a matriz de rota¢ao definida acima, ou seja:



mao=(r -6 D@D «rear-(3)

Jl'v

Geometricamente:

Vimos, nos exemplos apresentados, transformacdes lineares ditas planas que provocam
movimentagdes especificas em pontos do plano, e suas interpretacdes geométricas, dentre elas:

1. Reflex@o em torno do eixo dos x, que associa cada ponto a sua imagem simétrica (x, —y), em

relagdio ao eixo das abcissas: T: R? — R?, definida por: T(x,y) = (x — y), sendo ((1) _g)
sua matriz candnica, ou seja: (_x) = (1 0) (x)
y 0o —-1/\y

2. As Dilatagdes e Contragdes serdo obtidas a partir de uma T:R? — R? | definida por:
T(x,y) =a(x,y),coma € Re:se | a|> 1 ocorrera dilatagdo no vetor ; se | @ | < 1 ocorrera
contracdo no vetor ; se a = 1 € a identidade I ; se ocorrer a < 0 o vetor troca seu sentido.

3. Asrotagdes fazem o ponto descrever um angulo 8, conforme vimos ocorrer com a matriz de
rotagao.

4. Nao ¢ raro ocorrer também uma combinacao das transformagdes citadas em um vetor, tal e
qual ocorre com as fungdes compostas, ou seja, aplicagdes sucessivas de diferentes funcdes
em um dado dominio.

Veja uma aplicagdo desse caso:

O plano sofre uma rotacdo de um angulo 6 e, a seguir sofre uma transforma¢ao que provoca uma
dilatacdo de fator 5 na dire¢@o Ox e, posteriormente, sofre uma reflexdo em torno da reta y = x. Como
determinar a matriz de transformacao linear que, de modo tnico, ¢ capaz de provocar o conjunto das

transformagoes sugeridas, tal e qual ocorre com as fun¢des compostas?

cosf —sen0f

senf  cos 9] , a que provoca

Solucdo: Sabemos que a matriz de rotacdo ¢ dada por: [T;] = [

dilatagéo é dada por: T(x,y) = a(x,y) e,comoa =5 = [T,] =T(x,y) =5 [é 1 =[(5) g] ca

que provoca a reflexdo em torno da reta y = x ¢ dada por:



0 1

1 0 [ ] [y] Isto posto, pode-se dizer que a matriz das

T(y) = (%) = [T =Ty =|

transformagdes que representa a composi¢do das TL sera dada, multiplicando-se as matrizes na

ordem inversa em que ocorrem as transformacdes elencadas.

5 0][cos® —senB] _[send cos6

[T51[T21T1] = 1 HO 5] [sen@ cosB]_ 5cosf  —5send
senf cos6
L) = [rllellrd = [0 2]

Existem outras transformagdes, ou variacdes das elencadas, cabe a vocé, ampliando seus

conhecimentos, pesquisa-las.

Resolugdo:
4 N

[l ] A0
:.:T -t:'f
|.

El.'am Et:

5.3 Matriz de uma Transformac¢ao Linear

Dada uma matriz transformacao linear 7% T:V — W, entre espacos vetoriais finitamente gerados,
vamos associar a 7', uma matriz 4 que nos auxilie no célculo da transformacao linear aplicada em um
vetor, ou seja: T(v), v € V. Veja so:

Dada a transformagdo linear T: R®> — R? dada por T(x,y,z) = 2x —y + z,3x +y — 22), ¢ as
bases: A ={v, = (1,1,1),v, = (0,1,1),v; = (0,0,1)} ¢ B = {w; = (2,1),w, = (5,3)}, pede-se:

Determinar T4 (matriz de transformagio de A para B)

Solucio: (a) Note que, neste caso, a matriz da transformacao T§4 procurada ¢ do tipo 2x3 pois, a
dimensao de V' ¢ igual a 2 e a dimensdo de W ¢ igual a 3, assim, temos que:

ai1 42 Qg3 . ~ .
TE = ( ) Note que, as colunas da matriz T4 sdo vetores, e que tais
Q21 Q2 Q23
colunas serdo obtidas aplicando 7 nos respectivos vetores, das respectivas colunas.
Assim:

Tlvy] = T[LL1] = (2.(D = (D + (1),3(1) = (1) = (2.2) = Tlv,] = (2.2)



Escrevendo T[v,] = (2,2), escrevendo como uma combinagio linear dos vetores da base B.
(22) = a;1 (21D +a31(53) = (2,2) = (2.a11 + L.ag1) + (5. az; + 3.a31)
= (2,2) = (2.(111 + 5.a21 , Q11 + 3. a21)

: {2 = 2011 + 5.5 {all =t (12 coluna de T#)

“"12= a1 +3.ay, ay, = 2
De modo andlogo, faremos para os demais vetores v, e v3:
T[v,] =T[0,1,1] = (2.(0) = (1) + (1),3(0) + (1) — 2(1)) = (0, -1) = T[v,] = (0,-1)
Escrevendo T[v,] = (0,—1), escrevendo como uma combinagdo linear dos vetores da base B.
~(0,-1) = a;, (2,1)+ay,(53)=(0,-1) = (2.a;5 + L.ayy) + (5. a5 + 3.a;3,)
=(0,-1) =(2.a15, +5.a3,, a1 +3.a3,)

{ 0=2a;,+5a, {6112 =9 (22 coluna de T#)

—-1= aqp+3.a Ay = —2
T[v3] =T[0,0,1] = (2.(0) = (0) + (1),3(0) + (0) —2(1)) = (1,-2) = T[v.] = (1,-2)
Escrevendo Tvs] = (1, —2), escrevendo como uma combinagdo linear dos vetores da base B.
~(1,-2)= a3 (21)+ay3(53)=(1,-2) = (2.a43 + 1.a;3) + (5.a,3 + 3.a33)
= (1,-2) = (2.ay3 + 5.a,3, a3 +3.a33)

:'{ 1= 2.a13 + 5.a23 = {a13 =13

2= a,+3.a, s = —5 (32 coluna de T#)

Portanto, a matriz procurada sera dada por:

Té4 _ (—4 5 13)

2 _o _cg (matriz de transformagao linear de A para B)

Resolugdo
4 N\

OO
2

Vamos a outro exemplo:
Seja a transformacgdo linear T: R3 — R3 definida por T'(x,y,z) = (2x — y, 2y — z,3z), e as bases:
B ={(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} e € ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, pede-se determinar:

TZ (matriz de transformagio de B para C).



Solucio:
TZ (matriz de transformagdo de B para C). ou ainda: [T]p ¢

Aplicando a “lei de formagdo” imposta pela TL: (2x —y, 2y — z,3z), onde x, y € z sdo as coordenadas dos

vetores da base B, vy = (1,1,0) ,v, = (1,0,1) ,v3 = (0,1,1) vem:

T(1,1,0) = (2(1) — (1),2(1) — (0),3(0)) = (1,2,0) = T(1,1,0) = (1,2,0)

T(1,0,1) = (2(1) — (0),2(0) — (1),3(1)) = (2,-1,3) = T(1,0,1) = (2,-1,3)

7(0,1,1) = (2(0) — (1),2(1) — (1),3(1)) = (-1,1,3) =T(0,1,1) = (-1,1,3)

Descrevendo os vetores obtidos como combinagdo linear da base C do R3, teremos:

T(1,0,0) = (1,2,0) = 1(1,0,0)+2(0,1,0) + 0 (0,0,1)=(1,2,0) = T(1,0,0) = (1,2,0)

7(0,1,0) = (2,-1,3) =2(1,0,0)—1,(0,1,0)+3(0,0,1) = (2,—1,3) = T(0,1,0) = (2,—1,3)
7(0,0,1) = (-1,1,3) =—1(1,0,0)+1(0,1,0)+3(0,0,1) = (-1,1,3) = T(0,0,1) = (-=1,1,3)

Note que os vetores obtidos com a transformagao, tornar-se-ao as colunas da matriz de transformacao

linear TZ ou Tg c. Assim, temos que: a matriz de transformagao sera dada por:

1 2 -1
TE=[2 -1 1}
0 3 3

1 2 -1
Note que a matriz obtida, TZ = (2 -1 1> realmente estad correta pois, aplicada como
0 3 3

transformagdo atende a condi¢do imposta pela TL: T(x,y,z) = (2x —y, 2y — z,3z).

N
X+y—z x—-y+z —x+y+z 1 z 1 / - 2x —y
(x,y,z)=( 2 ' 2 7 2 ) = Ty z)=(2 -1 1 =

0 3 3

Mais um exemplo de matriz de transformagao linear:
Seja T: R3 — R3 definida por T(x,y,2z) = (x + 2y — 3z, —4x + 2y — 5z), e as bases candnicas, 4 do
R3 e B do R? , pede-se encontrar a matriz de transformacio linear da base A para a base B, ou seja:

Té4 ou TA,B .

Solucao:
Vetores da base candnica no R3: v,, = (1,0,0) ,v,, = (0,1,0) ,v3, = (0,0,1)

Vetores da base candnica no R?: v,5 = (1,0) ,v,5 = (0,1)



Aplicando a “lei de formagdo”, T(x,y,z) = (x + 2y —3z,—4x + 2y — 5z), imposta pela TL nos
vetores da base 4, dominio da transformacao, vem:

T(1,0,0) = ((1) +2(0) —3(0),—4(1) +2(0) —5(0)) = (1,—-4)

7(0,1,0) = ((0) + 2(1) — 3(0), —4(0) + 2(1) — 5(0)) = (2, 2)

7(0,0,1) = ((0) +2(0) — 3(1), —4(0) + 2(0) — 5(1)) = (=3,-5)
Descrevendo os vetores obtidos como combinagio linear da base canonica B do R?, teremos:
T(1,0,0) = 1(1,0) — 4(0,1) = (1,0) + (0, —4) = T(1,0,0) = (1,—4)

T(0,1,0) = 2(1,0) + 2(0,1) = (2,0) + (0,2) = T(0,1,0) = (2,2)
T(0,0,1) = —3(1,0) = 5(0,1) = (=3,0) + (0,—-5) = T(0,0,1) = (-3,-5)

Note que os vetores obtidos com a transformacdo, tornar-se-20 as colunas da matriz de transformagao

linear Tj ou Ty 5. Assim, temos que:

Ty =Typ =T} = [—41} ; :2]

Vamos ver agora um exemplo em que, dada a matriz, devemos encontrar a transformagao linear que
a gerou. Veja so:

Sejam as bases a = {(1,1),(0,1)} € R?e B = {(0,1,0),(—1,0,0),(0,1,1)} € R® , determinar a

—4 5
transformagéo linear T: R* — R3, definida por: [T = <—2 0)
5 =2
Solu¢ao:

Considerando os vetores v; = (1,1) ,v, = (0, 1) pertencentes a base o, temos:

-4 5 1 1 1
T[v,] =T[(1,D] = (—2 0) (1) = (—2) = T[v,] =T[(L,D] = <_2)

5 =2 3 3
-4 5 0 5 5

Tlv,] = T[(0,1)] = (—2 0) (1) = (0) = Tv,] = T[(0,D] = (o)
5 -2 2 2

Assim, temos que: (1,—2,3) e (5,0,2) sdo, respectivamente, as coordenadas da aplicagdo da TL em

T[(1,1)] e T[(0,1)] na base B, significando que:

TI(1,D)]5=1(0,1,0) — 2 (~1,0,0) + 3(0,1,1) = (0,1,0) + (2,0,0) + (0,3,3) = (2,4,3)
2 TI(LD]p= (2/4,3)

T[(0,1)]5=5(0,1,0) + 0 (—1,0,0) — 2(0,1,1) = (0,5,0) + (0,0,0) + (0,—2,—2) = (0,3,-2)



. TI(0,D)]g=(0,3,-2)
Sendo um vetor qualquer v € R2, ele pode ser escrito como uma combinagio linear dos vetores da base a =

{(1,1),(0,1)} € R?. Assim, aplicando a combinagio linear 7, teremos:
T[(x,»)] =xT[(L,D] + (v —0)T[(0,1)]
= T[(x,y)] = x(2,4,3) + (y — x)(0,3,—2) = (2x, 4x,3x) + (0,3y — 3x, —2x.2x)

~ Tl(x,y)] = 2x,x +3y,5x — 2y)

5.4 Sintese da Unidade

Nesta unidade, definimos e estudamos o conceito de transformacao linear como sendo um tipo
especial de fun¢@o, onde o conjunto dominio e contradominio sdo espagos vetoriais ou seja, conjuntos
cujos elementos sdo vetores reais. Estudamos também as caracteristicas algébricas e geométricas de
uma transformac¢do linear, analisando algumas de suas propriedades. Tal contetido é de grande
importancia na area de exatas, particularmente na area computacional pois, na manipulacdo de
imagens tem papel relevante, dentre outros conceitos. Vimos também como associar uma matriz,
elemento matematico representativo de um vetor, a uma transformacao linear. Recomendo ateng¢ao
especial as notagdes envolvidas nesse estudo para a compreensdo dos conceitos apresentados, além

do bom desenvolvimento da memoria de calculo.

5.5 Para Saber Mais

Livros: Biblioteca Pearson

4 N

Esta curioso? Ficou interessado? Quer expandir seus conhecimentos?

Visite a biblioteca Pearson em:

Fernandes Franco Duarte
Unidade 4 Unidade 5 Unidade 3
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6 Aprendendo

1. Verificar se T(x,y) = (2x + 3y,x + 5y) é uma transformagéo linear.

Resolugao

IEI.... IEI
s

EI‘-""

2. Dada a transformacdo linear T: R3 - R2, definida por T(x,y,z) = 2x —y —2z,x +y — z),

pede-se determinar sua imagem.

Resolucdo

G

IEI!-.'IEI

154

3. Seja a transformacdo linear T: R® - R? talque T(—2,3) = (—1,0,1)eT(1,-2) = (0,—1,0).
Determinar T'(x ,y) e ker(T).

Resolugao




. . ~ 1 o
4. O vetor v = (—6, 8) experimenta sequencialmente: uma contragdo de fator > na direcdo do vetor,

uma rotacdo de 90° no sentido anti-horario e uma reflexao em torno do eixo y. Pede-se determinar:
a) A matriz candnica da composta dessas transformacoes

b) Calcular o vetor resultante dessa sequéncia de transformacdes

c¢) Representar graficamente o vetor v e o vetor obtido ap6s cada transformacao.

Resolugdo

S o
GiIN=2H
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5.7 Praticando

1. Verificar se T: R?> - R3, definida por T'(x,y) = (x — y, 2x + ¥, 0) é uma transformagao linear.

2.Sejaa TL, T:R3® > R?, definida por T(x,y,2z) = (x —y + 2z, 2x — 3z, x + 2y + z). Pede-se
determinar a matriz [T] de T nas bases candnicas de R® e R? e, sendo v = (—1,2,0), encontre

T(v).

3. Seja a transformacgdo linear T:R? — R3 tal que T(1,—1) = (0,3,2) e T(1,-2) = (1,—4,5),

pede-se determinar T'(x, y).

4. O vetor v = (3,2) experimenta sequencialmente: uma reflexdo em torno da reta y = x, um
1
cisalhamento horizontal de fator 2, uma contragio na direcdo Oy de fator 3 e uma rotagao de 90° no

sentido anti-horario. Pede-se:
a) Determinar a matriz candnica da composta dessas operacdes
b) Calcular o vetor resultante dessa sequéncia de operacdes
c) Encontrar a expressdo da transformagdo linear T: R? - R? que representa a composta das
quatro operagoes

Resolugdo




Unidade VI

Aulovalores e
Autovelores

Nesta Unidade, vocé vai estudar o conceito de autovalores ¢ autovetores. Quanto
aos nomes, eles podem até ser considerados intimidantes e estranhos, porém,
a0 empregarmos conceitos basicos, tais como matrizes e determinantes, essas
entidades matematicas serao definidas, assimiladas e servirao de ferramentas
poderosas para a resolucio de vérios problemas de aplicagio da Algebra Linear,
que ¢ conteudo fundamental para qualquer area de exatas, particularmente para a
area computacional, permitindo a manipulagdo de imagens, no que tange a rotagao,
ao dimensionamento, a palheta de cores que a definem, ao posicionamento na
tela, entre outras possibilidades. Todos esses processos passam pela resolugcao de
sistemas lineares, resultantes do modelamento matematico usado para descrever
simbolicamente os problemas do mundo real.




6.1 Definicao de Autovalor e Autovetor de uma matriz

Sejam V um espaco vetorial e T: V — W, com W =V, um operador linear. Diremos que um escalar
A (lambda) sera um autovalor de 7, se existe um vetor ndo nulo v € V , tal que T(v) = Av. Em

ocorrendo, diremos que v ¢ um autovetor de 7, associado ao autovalor A.

E interessante saber que:

(a) sendo A um autovalor de 7, entdo, o operador linear afeta somente o sentido e 0 mdédulo
do vetor, jamais a direcdo dele;

(b) ¢ comum o uso dos termos “valor caracteristico” e “vetor caracteristico”, em detrimento
de autovalor e autovetor, ou mesmo, valor proprio e vetor proprio, para nos referirmos ao objeto de
estudo da Unidade;

(c) nota-se, pela defini¢do, que um vetor v ndo nulo sera denominado autovetor caso a
imagem obtida pela transformagdo linear seja um multiplo escalar do vetor v, levando-nos a uma
contracdo ou dilatagdo do vetor inicial, ou ainda a um vetor nulo, a depender do escalar 4;

(d) Note que o escalar A pode ser nulo, ja o vetor v ndo, pois v = 0 ndo ¢ autovetor;

(e) definimos que um escalar A serd um autovalor da matriz 4 se, e somente se, A — A - |

for singular, ou seja, ndo for invertivel, sendo I a matriz identidade de ordem n.

Uma aplicacdo do conceito visto:
Seja a transformagdo linear T: R? — R2?, definida por T(x,y) = (4x + 5y,2x +y), pede-se

verificar se o vetor v = (5,2) ¢ autovetor do operador linear 7.

Solugao:
T(w)=T(5,2) =(4.(5+5.(2),2.(5) + (2)) ~T(w) =T(5,2) = (30, 12), que fatorado fornece:
T(v) =T(52) = (6.(5),6.(2)) =6(5,2) =>T®) =6.T(52).

Assim, temos que A = 6 é o autovalor do vetor v, e que o vetor v = (5,2) sera denominado

autovetor do operador linear 7.

Vamos considerar a matriz [ 7 ], dada por [T] = [i g] representativa da matriz canonica de um
operador linear 7. Vamos verificar se o vetor v = (—2,1) é um autovetor da transformada 7.

Solugao:

Como a matriz dada ¢ dita matriz candnica de uma transformacao linear, podemos intuir que a transformagao

linear serd dada por: T(x,y) = (2x + 2y,x + 3y) [i g] , pois



T(x,y) = i g] [;] = (2x+y,x+3y).

Assim, obtida a TL, vamos determinar a transformagao linear aplicada no vetor v, entrando com as coordenadas

[33% L) [33RT)

no lugar de “x” e “y” em T (x, y). Portanto, teremos:
T(=21)=2E2)+2(1), =2 +3(1) =(=21)

AT(=21) = (=2 ,1)=>T(-21)=1.(-2 ,1)

IAssim, temos que: A =1 sera o autovalor ¢ v = (—2,1) ¢ o autovetor da TL.

1 11
Considere que amatriz [T] = [0 2 1] representa a matriz canonica de um operador linear T. Vamos
0 2 3

verificar se o vetor v = (1,1,2) é um autovetor da transformada T.

Solugao:
Como a matriz dada ¢ dita matriz candnica de uma transformagao linear, podemos intuir que a transformacao linear sera
dada por:

1 1 1
T(x,y,z)=(0 2 1
0 2 3

X
[y]=(x+y+z,0+2y+z,0+2y+32)
A

~T,y,z)=(x+y+2z,2y+2z,2y +32).

Obtida a transformagio linear, vamos determinar agora a transformacao linear aplicada no vetor v, entrando

com os valores de suas coordenadas no lugar de “x”, “y” e “z” na TL, obtendo:

T(1,1,2) = (1) + (1) + (2),2(1) + (2),2(1) + 3(2)) = (44.8)

~T(1,1,2) = (448 =T(1,1,2) =4.(1,1,2)
Assim, temos: A =4 sera o autovalor e v = (1,1,2), autovetor da TL apo6s aplicagdo da transformacao linear.

Dada uma matriz quadrada 4, determinar a existéncia de vetores ndo nulos x, de tal modo que Ax
seja um multiplo escalar de x, o que significa encontrar um autovalor ou um escalar 4, tal que Ax =

Ax, sendo x denominado de autovetor de A, associado ao autovalor A. Veja so:

Dada a matriz A = i ;] , vamos mostrar que o vetor x, onde x = [ﬂ, ¢ um autovetor da matriz A e,

em seguida, vamos calcular o autovalor 4 correspondente.



Solucio:

31
1 3
autovalor ¢ 4, ou seja, A = 4, pois verifica-se: T(v) = Av.

Temos que: Ax = ] [ﬂ = [jﬂ =4 [ﬂ = 4x. Assim, concluimos que x é um autovetor da matriz 4, cujo

Mais uma aplicagdo do conceito de autovetor e autovalor:

Dados os vetores u = [ﬂ ev= (;) , vamos verificar se eles sdo autovetores da matriz 4, dada por

a=[2 3l

Soluc¢io:

Para verificar se um vetor x € autovetor de 4, verificaremos se existe um escalar A, real, de tal modo que a
~ B . o . ) _ -3 111171 _ (—2\ _ 1

equacdo Ax = Ax seja satisfeita. Entdo, temos que: Au = Au = Au = s 3=\ = -2 1l

Assim, temos que u = (1,1) ¢ um autovetor da matriz 4, cujo autovalor sera dado por A = —2.

Verificando, agora, se o vetor v ¢ um autovetor, temos que: Av = Au = Au = [:g 51,] (é) = (_i) *

A
B .
P Portanto, o vetor v = G) ndo ¢ autovetor da matriz A, pois ndo existe um escalar A
F—
: € R | que Av = A
1 i i 5
T Interpretagdo geométrica do ocorrido: a figura ao lado mostra a a¢do da transformacao
‘ x — Ax aplicada nos vetoresu = (1,1) e v = (1,2), esclarecendo o motivo do vetor
Au v= (%) ndo ser autovetor, apés a aplicagdo da transformacao.

Para determinarmos autovalores e autovetores de uma matriz quadrada de ordem 7, podemos usar a
defini¢ao elencada no item 6.1:
(e) definimos que um escalar A serd um autovalor da matriz A se, e somente se, A — A - I for singular,

ou seja, ndo for invertivel, sendo I a matriz identidade de ordem n.

Desse modo, definimos que os autovalores de uma matriz quadrada de ordem n serio as
solucdes da equagdo det(A — A - 1) = 0, cujo primeiro membro desenvolvido resultard em um
polindmio na variavel 4, denominado de polinémio caracteristico, que igualado a zero resultara
em uma equacdo denominada de equagdo caracteristica da matriz A Assim, para que
determinemos os autovalores da matriz 4, faremos:

e encontrar o polindmio caracteristico: det(4 — A - I) relativo a matriz A4,

encontrar as solugdes relativas a equagdo caracteristica: det(A —A-1) = 0, ou seja,



e Para cada autovalor A encontrado, teremos os correspondentes autovetores associados

a matriz A.

Veja s6:

Determinar os autovalores e os autovetores da matriz: 4 =

5
> 1

Solucao:

A equagdo caracteristica de A: det(A —A-1) =0 = det ([g i] -1 [(1) (1) ) =0

|4—?\

;N =02 @-na-n-10=0 22 -51-6=0 = L=-Te 4 =6

. A, =—1 e A, = 6 sdo os autovalores associados a matriz A.

O sistema homogéneo de equagdes lineares, que permite a determinacao dos autovetores associados a matriz

A, sera dado por:

A-2-Dv=0 > [4 ; A 1 E }\] [;] = [8] (eq. caracteristica na forma matricial)

X
Entrando com A; = —1 na equagdo caracteristica, no lugar de A, obteremos [g ;] [y] = [g] , que resultara

no sistema:

I
|
=

5« +5y=0 . ~ , .
cuja solugdo fornecera os autovetores associados ao autovalor A; =

2x+2y=0"
Note que o sistema admite uma infinidade de solugdes proprias, pois: y = —x. (faga as continhas e verifique).

Assim, os vetores do tipo v; = (x, —x) = x(1, —1), com x # 0, serdo os autovetores associados ao autovalor

Al = _1

Substituindo agora A porA, = 6, na equacgao caracteristica, e procedendo a solu¢do do sistema resultante,

teremos:
-2 51[*1 _ [0 —2x+5y=0
[ 2 —5”}/]_[0] = { 2x -5y =0
Note que o sistema admite uma infinidade de solugdes proprias, pois: y = %x (faga as continhas e verifique).

. . 2 2 . ~
Assim, os vetores do tipo v, = (x,gx) = x(1, §) , com x # 0, ou ainda, v, = x(5,2), sdo autovetores

associados ao autovalor A, = 6.



Solucdo

N J

Veja esse caso: determinar os autovalores e os autovetores da matriz: A = [:12 13 .

Solucio:

A equacdo caracteristica de A sera dada por: det(A — A1) = _ii6_ A 8 1_0)\| =0
=>(-16-21)B-1)+160=0 = A2+81+32=0

Note que, nesse caso, ocorrerd: A = b?> —4a.c = 82 —4.1.32 . A = —64. Como o valor de delta é menor

que zero, ndo teremos raies reais. Desse modo, como estamos trabalhando somente no campo dos reais,
diremos que a matriz A ndo tem autovalores e nem autovetores reais.

Propriedades dos Autovalores e dos Autovetores:

1. Se v ¢ autovetor associado ao autovalor A de um operador linear T, o vetor av, para todo real
a # 0, ¢ também autovetor de T associado ao mesmo A, pois T(v) = Av e T(av) = aT(v) =

Alav), caracterizando o vetor av como autovetor associado ao autovalor A.

2. Se A ¢ um autovalor de um operador linear T:V — V, o conjunto S, de todos os vetores v €

V, inclusive o vetor nulo, associado ao autovalor A, ¢ um subespago vetorial de V.

3. Matrizes semelhantes tém o mesmo polindmio caracteristico e, consequentemente, 0s mesmos

autovalores.



Para saber mais:

Livros: Biblioteca Pearson
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6.2 Diagonalizacio de operadores: calculo de poténcia de expoente » de uma matriz

Uma matriz serd diagonalizavel se ela tiver tantos autovalores distintos quanto for a dimensao do
espaco e atender arelagdo: A = P - D - P!, onde: 4 é a matriz, D é a matriz diagonal cujos elementos
da diagonal principal sdo os autovalores da matriz 4, P ¢ uma matriz invertivel composta pelos
autovetores da matriz 4, ¢ P~! é matriz inversa da matriz P, ou matriz inversa dos autovetores
associados & matriz 4. E interessante notar que, dada uma matriz 4, poderemos sempre estabelecer
uma transformacgao linear do tipo T(v) = Av, garantindo que a matriz A sera diagonalizavel se, e

somente se, a transformacao linear 7 for diagonalizavel.

0 0 -2
Veja so, vamos verificar se a matriz A = (1 2 1> ¢ diagonalizavel.
1 0 3

Solucio:

0—-2 0 -2
1 2—A 1
1 0 3-2A

Sarrus ou Laplace, resultara em:

dettA—-A-D=0 = = 0, cujo determinante, calculado, aplicando a regra de

(-NEZ-NE-V+22-N=2-DIE-N-D)+21=2 - (X -302) =0
= 2-2)2 -1 —2) =0 (eq. caracteristica)

}\1 =2
Portanto, teremos os autovalores associados a matriz 4, dados por: A, = 2
}\3 =1



A’l = }\.2 =2 = 171 = (_1,0,1) e 172 = (0,1,0)

Assim, os autovetores serao: {
)\3 =1 = ‘V3 = (_2,1,1)

-1 0 -2
Desse modo, existem trés autovetores: v, = ( O>,v2 = (1) e V3 = ( 1), linearmente independentes,

1 0 1
2 00
associados a matriz A, permitindo-nos inferir que 4 é diagonalizavel, sendo D =0 2 0| a matriz
0 0 1

diagonal.

Caso queiramos determinar A™, usando a foérmula: A" = P-D™-P~1 e considerando a matriz

-1 0 -2
invertivel P, formada pelos autovetores associados, dada por: P = ( 0 1 1>, cuja inversa ¢:

1 0 1
1 0 -2
Pt=(1 1 1],teremos:

1 0 -1
-1 0 -2 2" 0 0 1 0 -2
A" = 1 1/-{o0o 2" 0] 1 1 1
0 1 o 0 1™ -1 0 -1

Matriz Diagonal: definimos matriz diagonal como sendo a matriz quadrada em que todos os

SN RN

elementos, exceto aqueles pertencente a diagonal principal, sdo nulos, ou seja, iguais a zeros. Veja
s0:

A= (Jé 0) ¢ dita matriz diagonal.
y

Sabemos que, se uma matriz 4 ¢ diagonalizavel e, sendo D sua forma diagonal, entdo, ha de se ter:

A=P-D-P~1 permitindo-nos concluir que:
2 a4 (X 0><x 0):<x2 0) 2:<x2 0)
== )G 5)=(0 ) =#=(5
- C[x 0][x OHx O]_[x3 O] 3_[x3 0
4 _A'A'A_[O yHO yllo yI=lo 2l 74 710

n
C . L . . N x 0
Caso continudssemos, determinando A%, ..., A", é imediata a inferéncia que: A™ = ( 0 y”)'

Entdo, de forma geral, teremos: A = P - D" - P~1 |

E interessante notar que uma matriz diagonal pode ser chamada também de matriz triangular,
conceito estudado em Unidade anterior. E possivel inferir que os autovalores serdo os
elementos da diagonal principal e que os autovetores associados serdo os elementos da base

candnica do espago R™. Assim, caso consigamos formar uma base do espago R™ somente com



os autovetores de uma matriz quadrada 4, conseguiremos, ap6s uma mudang¢a de base, obter
uma matriz diagonal semelhante a matriz 4 obtida acima, cujos elementos da diagonal principal

sejam seus autovalores. Tal processo é chamado de diagonalizagdo da matriz A.

Para diagonalizar uma matriz que nio seja triangular, aplicamos aregra: A= P -D - P~! , onde

D é matriz diagonal, Pé uma matriz invertivel e P~! é matriz inversa da matriz 2.

Veja so:
. . _ a b _ X O _ Pl P2 . -1 _ (a B)
Suponha as matrizes: A = (C d)’ D= (0 y)’ P = (P3 P4> eamatrizP™ " = v 6)

; . —p.p.p-1 (a by _ (P Pz)_(x 0).(04 [)’)
aplicandoaregra: A=P-D-P~ ", vem: (C d) = (P3 P, 0 yv) '\, a)
Note que:se A=P-D-P™' = A2=(P-D-PY)(P-D-PY)=P-D-P'.P.-D.-P!
Como P~!. P = [, matriz identidade, teremos que:

A2=P.-D-D-P*=pP.D?.p7t . A2=p.p%.p!

Usando o mesmo raciocinio algébrico para determinar A3, encontrarfamos: 43 = P - D3 - P71,
Prova-se que, de modo genérico, vale a equagdo: A" = P - D™ - P~1, como definido acima.

E interessante observar que D" nada mais é que uma matriz diagonal.

De modo mais formal, definimos diagonalizacdo de uma matriz como sendo:

Uma matriz 4 de ordem n serd diagonalizavel se existir uma matriz diagonal 2, tal que
A seja semelhante a matriz [, ou seja, existe uma matriz P de ordem n, invertivel, de

modoqueP~t-A-P=D.

Ou ainda:
Seja uma matriz A,,,,, diremos que 4 é diagonalizavel se, e somente se, a matriz A possuir
nautovetores linearmente independentes, ou seja, existirdo as matrizes [, diagonal, e a
matriz P, invertivel de tal modo que P~1.A-P =D se, e somente se, as colunas da
matriz P forem os n autovetores linearmente independentes da matriz 4 , e os
elementos da diagonal principal da matriz D forem os autovalores correspondentes aos

autovetores da matriz 7, dispostos na mesma ordem.



Vamos calcular A%, dado que: 4 = [41; g]

Solucio:

1. Determinar o polindmio caracteristico dado por: det(A — A - I)

cdea—ren=dec([L Z-a D=aee(L -2 D=5 L2,

adettA—A-D=(1-0.G-N-(4).2) = det(A—A-D=A2—4r—5

2. Determinar a equagdo caracteristica, fazendo det(A —A-1) =0

A2 —41—5=0

3. Determinar os autovalores A associados a matriz A, resolvendo a equagdo caracteristica:

NX—41-5=0> M=-le A,=5

4. Determinar os autovetores associados a matriz A, usando: (A — 1. v =10

(i 31=2lo DBI=0 = (3 3= DEI=e =127 5200)=0

}\.1=_1
)\2= 5

Entrando na equacdo caracteristica com os autovalores: { vem:

i [ B Bl e = R TP T

I A I o S I ST o PP

Assim, os vetores do tipo v; = (x, —x) = x(1, —1), com x # 0, é autovetor associado ao autovalor A; = —1,

e v, = (2x,x) = x(2,1), com x # 0, é autovetor associado ao autovalor A, = 5.

. . 1 2\ . . . \
Desse modo, existem dois autovetores: v, = ( 1) e v, = ( 1), linearmente independentes, associados a
matriz A, permitindo-nos inferir que 4 ¢ diagonalizavel. A matriz diagonal, composta pelos autovalores, sera

1 O) , j& amatriz composta pelos autovetores P sera dada por: P = (

dada por: D = (_0 5

2) € sua inversa
-1 1

Wk wlN

sera dada por: P71 = . Entdo, usando: A" = P - D™ - P~1, teremos:

Wk W|kR



(3 S

Wk Wk
Wk wN

b6 &

Wk W=
Wk wlN

(1 120
-1 625

N—
~/

Wk Wk

|
v

2= (305 209)

Vamos a mais um exemplo para a sedimentac¢do do conceito:

2 1 1
Calcular A%, dadoque: A=| 2 3 4] ,onde k € N.
-1 -1 =2

Solu¢io:

1. Determinar o polinémio caracteristico dado por: det(4 — A - I)

2 1 1 1 0 0 2 1 1 A 00
casta-an=asf| 2 3 af-afo 1 of)-an(|2 5 o2
-1 -1 -2 0 0 1 -1 -1 -2 0 0 2

2—2A 1 1
~det(tA—A-D) =

-1 -1 -2-2
fdetA—A-D=QR-D[B-N(2-1)+4]—1[2.(-2 =) +4] + 1.[-2 + 13 = )]
> det(A—A-D=(1-0DA-)GB=2)

2. Determinar a equagdo caracteristica, fazendo det(A —A-1) =0

(1=DA+0)E =1 =0

3. Resolvendo a equac@o caracteristica, temos que os autovalores A, associados a matriz A, serdo dados por:

}\1:_1, }\2:16 }L3:3

4. Determinar os autovetores associados a matriz A, usando: (A —A. v =0

(5 2l s D=
§l

2—A1 1 X
-1 -1 -2-Allz
Entrando com os autovalores na equagio acima, para obter o autovetor correspondente, vem:

0
0
A

NNQYE

2 3—-4




Autovetor associado ao autovalor A; = —1:

3 1 1
2 4 4
1

-1 -1

b
L

rx+y+z=0

3x+y+z
2x+4y+4z
—X—-y—z

MH2x+4y+4z=0
—x—y—z=0
x+y+z=0 0
Que escalonado, resulta em: {—2y — 2z = 0 , fazendoz = 1 vem: > v, = |—
0.z=0

De modo analogo, desenvolvendo os mesmos céalculos para os autovalores A, =1 e A3 = 3, obteremos os

autovetores correspondentes:

Autovetor associado ao autovalor A, =1 = v, =

Autovetor associado ao autovalor A; =3 = w3 =

5. Determinagdo da matriz diagonal D, cujos elementos da diagonal principal sdo os autovalores

associados a matriz A, e a matriz invertivel P, cujas colunas sdo os autovetores associados a matriz A.

-1 0 0 0 -1 -2
0 1 0 P=]-1 1 -3
0 0 3

1 0 1

D =

6. Determinando a matriz inversa da matriz 2, P~!, obteremos:

N
LN e
N R Ul

»PI)—\NID—\
[N

,_

7. Determinado a matriz A, elevada a poténcia &, usando: A® =P -D".p~1

[1 1 5]

0 -1 —2] [=DF o o] (f 8
k k

Ak=1-1 1 =3]-| o (O o |-- = =

T o0 1 . 2 2 2

0 ) 1 1 1



. 1 5
0 —-1F -—2.3* 2 2
k _ k k k[ 1 1 1
A =1-1(-1) " =33)°| > 3 5
(-1)* 0 @kl _t _lJ
4 4
2+2.3% —pan PR
4 4 4
LAk = —1.(-1)k—2433% —(-1F)+2+433F —5(-1)*+243.3"
4 4 4
1 1 1
-2 - -7
2 1 1
Note que, se k = 1, voltaremos na matriz dada: A = | 2 3 4 |, 0 ébvio.
-1 -1 =2

Note que a resolucdo pode ser trabalhosa, considerando que a equacao caracteristica pode ser de grau
superior a 2, exigindo conhecimentos especificos sobre “resolucdo de equacdes de grau superior”,

assunto estudado no 3° ano do ensino médio, se considerarmos.

Conhecidos os autovalores, obtidos a partir da equagdo caracteristica, podemos cair em sistemas do

tipo 4x4, que demanda muito trabalho para resolucao, se feito a mao.

Desse modo, em um curso da area de informatica, com os conceitos desenvolvidos, € interessante a
elaboracao de aplicativos, escritos em linguagem computacional, que permitam a rapidez dos calculos
enfadonhos, além de evitar erros banais em continhas, que fatalmente ocorrerdo em um processo

manual.

Entdo, fica a dica... Pense em desenvolver algoritmos que permitam os calculos necessarios para

implementagdo da solucdo dos problemas que aqui foram resolvidos.

6.3 Diagonalizacao Ortogonal

Definigoes uteis:
v' Ja sabemos que duas matrizes A e B serdo semelhantes se existir alguma matriz invertivel P,
tal que: P"1AP = B.
v" Dizemos que duas matrizes quadradas A e B serdo ortogonalmente semelhantes se existir

alguma matriz ortogonal P, de tal modo que: PAP = B.



v" Sendo a matriz A ortogonalmente semelhante a alguma matriz diagonal, dizemos que:
P'AP =D , entdo A ¢é ortogonalmente diagonalizavel; e que a matriz P é aquela que
diagonaliza ortogonalmente a matriz A.

v Se A é ortogonalmente diagonalizavel, entdo A serd simétrica. Isto nos garante que as matrizes
diagonalizaveis s6 podem ser encontradas entre as matrizes simétricas. Lembre-se de que uma
matriz quadrada A sera simétrica se A = A°.

v' Matriz Ortogonal: diz-se que A € ortogonal se A~ = A,

v" Sendo A ortogonal, entdo os vetores que a constituem serdo ortogonais ou ortonormais,
significando que o produto escalar entre eles ¢ nulo. Esta propriedade sera de grande utilidade
na identifica¢do de matrizes ortogonais.

v Observemos, ainda, o fato de que esses vetores, coluna da matriz ortogonal A, constituem
uma base ortogonal doR?. Assim sendo, estamos estabelecendo uma correspondéncia entre

bases ortonormais e matrizes ortogonais.

Vamos a um exemplo pratico de diagonalizagdo ortogonal de uma matriz simétrica A:

6

iguais, caracterizando-a como matriz simétrica. E interessante notar também que uma matriz

Seja a matriz A = [_3 ], note que os elementos opostos em relagcdo a diagonal principal sdo

simétrica sempre possuira autovalores reais e, consequentemente, sera diagonalizavel.
Solugio:
1. Determinando os autovalores associados a matriz A, usando a equagio caracteristica: det(A —A-1) =0

det(A—A-I)zdet([_z _é]—z[(l) (1’)=det(9_7‘ Z])=0

-2 6-—A

9—N6-N)—(=2)(=2)=0 = A2—15A+50=0 = A, =10 e A, =5

2. Determinando os autovetores associados aos autovalores A; = 10 e A, = 5,usando: (A —A. v =0

(2 ~el=#l ADGI=Gl

Substituindo A; = 10 na equag¢o acima, vem:
(3 o=l wDbI=[]

[:; :421 [;]z[g] = {__zz:if,zg :{—x—OZiZg = fazendoy=—-1 = x=2



nvy = [_i] é um autovetor associado 3 métria 4, pelo autovalor ; = 10
Substituindo A, = 5 na equagio, vem:
(2 "el-[o sDEI=Td
3 T61=1 = {55520 =7 oy 2o = eendoy=2 = x=1

LV, = [;] € um autovetor associado a matriz 4, pelo autovalor A, = 5

Portanto, temos os autovetores v; = [_i] e v, = B]

3. Determinando a matriz diagonal D, cujos elementos da diagonal principal sdo os autovalores da matriz A,

vem: D = [100 g]

4. Determinando a matriz invertivel P, matriz composta pelos autovetores da matriz A, vem:

5. Determinando a inversa da matriz P, usando: A = P - D - P~1, vem:

[_3 _é] = [_i ;] [100 (5)] P~ que resolvida fornece: P~ =

Gilm N
(SR E RSN R

2B e |

alkr N
N U~

2 1

Portanto, a matriz A foi diagonalizada e a matriz P = [_1 5

¢ a matriz que diagonaliza a matriz A.

Note que os autovetores sao ortogonais, ou seja, o produto escalar serd nulo: v; - v, = 0
Vamos agora normalizar os autovetores, para obtermos o vetor unitirio e, com isso, encontrar a matriz

ortogonal que diagonaliza a matriz A.



6. Normalizando os autovetores:

2
12 > _wm __ @1 _@1_ 2 -1 > _|v
vl_[—l] = A, vl J@2Z+(=1)? 5 ( 5) =>4y, = -1
NS
1
__ @ @ _ 2 > _ |5
vZ_[z]:’l"z_w JOZ+@? V5 ( ® "= 2
Vs

7. Montando a matriz Q com os vetores v, e v, normalizados:

¢ a matriz ortogonal que diagonaliza a matriz A.

Note que: Q71 = Qf, de modo que, no lugar da inversa da matriz Q, podemos usar a transposta de Q, tornando

as continhas um pouco mais amigaveis.

8. Verificando a corre¢io da resolugdo, aplicamos a relagdo: A = Q - D - Q e confirmamos a equag¢io como

verdadeira.
2 1 2 -1
[9—2]_ \/E\/E[w 0]\/5\@
-2 6l | -1 2(lo 5 1 2
V5 5 V5 5
2 1 2 £}
Note que a matriz Q = \[§1 ‘f ¢ ortogonal, pois os vetores ’Tm = \E e /T,,Z = 25 sdo ortogonais,
NG NS NG

-

ou seja, A, - /_f,,z = 0 (produto escalar ¢é nulo).

Solucdo

mafE || EEE
it =i
@f&. Ofze3t

d=rarrd
N J \_ Y,




Em outras palavras, seja T:V — V um operador ortogonal sobre o espago euclidiano V, entdo a
inversa da matriz T coincide com a sua transposta: [T]™* = [T]*. A matriz [T], tal que [T]~* = [T]*,
sera denominada matriz ortogonal. Desse modo, dizemos que uma matriz ortogonal define um

operador ortogonal.

cos@ —senb

como sendo uma matriz
sen@ cosf

Como exemplo, citamos a matriz de rotagdo [T] = [

cos6 senf | _ [T]1.

ortogonal, pois [T]¢ = [—sen 0 cosd

Note que, ao calcularmos o determinante de uma matriz ortogonal, ele resultard em +1 ou -1, nos
permitindo inferir que todo operador linear ortogonal ¢ invertivel. Note também que todo operador
linear ortogonal T: V — V preserva o produto interno de vetores, isto ¢, V u, v € V teremos: w.v =

T(w).T ().

Dessa propriedade, decorre que todo operado linear T: V — V preserva o angulo de dois vetores, isto
¢, o angulo entre dois vetores u e v sera igual ao angulo entre os operadores T (u) e T(v). Assim,
podemos concluir que o operador ortogonal ou ortonormal T transforma bases ortogonais em base
ortogonais, ou seja, {vy, Vs, ..., V,} € base ortogonal de V; entdo {Tv,,Tv,,...,Tv,} também sera

base ortogonal de V.

Solucdo

Dada uma matriz A, encontrar a matriz P que diagonalizar A ortogonalmente: o problema
geralmente dard uma matriz simétrica A e pede que seja encontrada a matriz ortogonal, de modo
que o produto P~1AP seja diagonal. Assim, teremos que saber que uma matriz simétrica é
sempre diagonal e seus autovetores serdo também ortogonais entre si. Desse modo, a matriz
mudanca de base P, construida com os autovetores da matriz A serd ortogonal (Pt = P~1).
Portanto, o que devemos fazer ¢ encontrar os autovetores da matriz A e normaliza-los para
construir a matriz P. O primeiro passo ¢ encontrar os autovalores de A, usando a equacao

caracteristica: det(A —A-1) =0




6.4 Sintese da Unidade

Nesta Unidade, estudamos os autovalores e os autovetores, bem como os processos algébricos para
obté-los. Foram varios os conceitos desenvolvidos e alguns emprestados de Unidades anteriores.
Assim, para a sedimentacdo das informagoes, faz-se necessario que vocé€ pratique oS processos
algébricos, tenha ordem nas operacdes a serem desenvolvidas e, principalmente, documente os passos
ao solucionar o problema proposto, ou seja, tenha ordem e clareza na memoria de calculo.

6.5 Para Saber Mais

Livros: Biblioteca Pearson
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6.6 Aprendendo

1. Dada a matriz A = [3 _ﬂ, pede-se:

a) Determinar os autovalores associados a matriz A
b) Determinar os autovetores associados aos autovalores relativos a matriz A

c¢) Determinar a matriz D, que diagonaliza a matriz A

Solugdo

G2k

- J

6.7 Praticando

1. Dada a matriz A = [;t _21], pede-se:

a) Determinar os autovalores associados a matriz A
b) Determinar os autovetores associados aos autovalores relativos a matriz A

c¢) Determinar a matriz D, que diagonaliza a matriz A

Solugdo
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